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—— 


Aureliano de Mira Fernandes 
Professor do Instituto Superior Técnico 


Mira Fernandes faleceu em 19 de Abril de 1958. 

Quando soubemos que o seu corpo saíria do Instituto Superior Técnico, a nós, os daqui, que o res- 
peitávamos e estimávamos, sensibilizou-nos essa ideia que foi justa, 

Fez, quem de direito, o que devia. O que depois sucedeu foi além. Mas devemos aceitar que, pro- 
cedendo assim, devolvendo o professor à Escola, ainda que num breve e derradeiro tempo, se propic.ou que 
a memória da sua voz e palavra reconduzisse as gerações que ao longo de mais de quarenta anos ouvi- 
ram, aprenderam, ou tão simplesmente sentiram, quem durante esse longo magistério foi permanente fonte 
de modernidade, de inquietação contemporânea, de entrega total ao acto de ensinar, de fidelidade incorrupta 
ao pensamento científico e à verdade da Ciência, 

Na vigília da última noite, além daqueles que circustancialmente aparecem sempre, foram chegando 
de todo o País, dos mais diversos lugares e ocupações, antigos alunos que no dia seguinte se repetiram e 
acompanharam o corpo de Mira Fernandes até ao termo da sua peregrinação. 

Foi um facto a que assistimos e nos impressionou. 

E como o enterro do Professor Mira Fernandes não se classifica naqueles que dão lugar a emprego 
ou promoção. 

Porque muitos dos que ali estavam trabalharam muito e tiveram dificuldades, que não esqueciam, 
nas disciplinas que ele leccionou. 

Porque muitos não alcançaram classificações elevadas e até teriam reprovado uma ou mais vezes, 

Porque o Professor Mira Fernandes além de exemplo e ensinamento não lhes deu mais do que isso 
e não os colocou. 

Por ser assim, abrimos estas palavras de memória com a narração destes factos que se consti- 
tuiram inequívoca prova da legitimidade de Mira Fernandes, como valor da Cultura Portuguesa, como pro- 
fessor da Universidade Portuguesa, como motivo de reflexão e encorajamento de professores e alunos do 
Instituto Superior Técnico, Escola onde ensinou de modo principal e ininterrupto desde 1911 até 1954. 

Triste não é morrer, 

Triste talvez seja que a morte de Mira Fernandes tenha ocorrido tão próxima dos tempos em que 
deixou de ensinar. 

A doença ocorre, mas a ausência do exercício arquitecta motivos de doença. 

O convívio das aulas, o acto de ensinar, a aquisição de conceitos modernos e fundamentais no entu- 
siasmo de os transmitir, logo, na semana, no dia seguinte, nas aulas. Quantas vezes assistimos a isso, 

O sair do Técnico, a pé, meditando, até à sua casa em S. Bento. Preocupações idênticas no Instituto 
Superior de Ciências Econômicas e Financeiras onde também ensinava, 

A crença de que a juventude é quem mais merece e um dia frutificará o que aprendeu, por vezes, 
com espanto, interrogação, e até revolta. 

Um exame de consciência permanente que a solidão exacerba e a dúvida que até nos mais lúcidos 
se constrói: 

Saber-se aproveitado ou não ter sabido aproveitar de qualidades, que essas são heranças que se 
trazem. 

Tudo isso talvez tenha sido inteiramente real, de tal modo é divisor comum das pessoas, dos homens 
livres e descomprometidos como foi Mira Fernandes. 

Mas não é exactamente triste. 

Assim começamos com estes tempos de morte que, nos termos em que aconteceram, são tempos de 
vida, de renovação, de uma outra versão dos professores e homens, ainda úteis nas escolas onde ensina- 
ram e nos discípulos que formaram. 
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O Professor Mira Fernandes era um homem de trato simples, pelo menos para as pessoas simples e 
simples éramos nós, os alunos, na natural condição da nossa idade. 

Noutras circunstâncias, por contacto directo que tivemos, ou por notícia que colhiamos com atenção 
de fontes desapaixonadas também o entendemos sempre como um homem simples. 

No entanto, sensivel, extremamente directo, revelando claramente o seu pensamento, rigoroso em 
questões de carácter, demarcando claramente as regras de qualquer jogo, esperando de modo ingénuo e 
puro reciprocidade de trato. 

Tinha um modo próprio. 

Nas aulas, quando entrávamos, já lá estava, sentado, não de frente, sobre o seu lado esquerdo leve 
mente encostado à secretária, olhando vagamente, e de vez em quando para nós. Ai pelos dez minutos o 
anfiteatro estava composto. Iniciava então a aula. 

Fazia-o sempre com entusiasmo, através de adequadas palavras de iniciação, as mais diversas: 
genética do assunto que ia tratar, objectivos, evolução, potencialidades e limitações da teoria que se ia 
expor, problemas que permitiria resolver, 

Nisto tudo referia e encadeava as fontes originais desses resultados os autores, a ambiência, uma 
dada época nos problemas que enfrentou, uma nova época nos problemas novos que conseguiu formular e 
resolver. 

Deste modo punha a dialogar perante nós mat:máticos e físicos do passado, que tinham sido con- 
temporâneos ou tão simplesmente continuaram ou deram resposta ao que dos outros ficou e souberam tomar. 

Isto sentia-se. Por isso as aulas do Professor Mira Fernandes eram vivas e de certo modo fasci- 
navam, 


A par disso havia uma exposição incisiva e lógica, sempre claramente conclusiva. 

Havia um formalismo belo e potente. 

Denso. Exigindo, para ser compreendido, atenção ao que vinha sendo exposto. 

Como é natural, por vezes, faltava-se. Havia a tradicional interacção de exames e aulas. 

Quando assim sucedia era fatal, perdia-se o pé. 

Havia que esperar o início de outro capítulo e, colhendo lição do que acontecera, reacompanhar o 
expositor. 

Aconteceu isto a todos quantos foram seus alunos. 

Mas aprendemos muito. Aprendemos muito e esquecemos muito. Porque nas outras disciplinas que se 
seguiam, mais pragmáticas, nem sempre se soube ou pôde dar continuidade e aplicação ao que o Profes- 
sor Mira Fernandes ensinara, 

Porque nessa época, e ainda hoje é assim, aos jovens engenheiros não se ofereciam técnicas e indús- 
trias evoluídas. 

Porque nesse tempo pouca era a investigação sistemática praticada na Escola, salvo raríssimas 
excepções. 

Estes factos constituiram-se, por vezes, e para aqueles que mais cuidam da instrução do que da for- 
mação, motivo de alguma crítica, 

Construiram-se mitos. 

Mas não é verdade. Julgamos que o Professor Mira Fernandes cumpriu o seu dever. 

O que nos proporcionou em cada aula, até ao último dia de professor, foi um permanente convite 
ao uso do método científico, uma advertência clara e profética sobre as potencialidades da análise mate- 
mática nas suas mais diversas aplicações. 

As matérias que ensinava eram de uma actualidade extrema. Tendo em consideração preocupações 
de hoje, da Física e da Tecnologia, os seus ensinamentos, sem descurar do presente, projectavam-se num 
futuro que ainda não se atingiu. 

O Professor Mira Fernandes era um matemático, tinha sido a sua formação. Foi matemático até 
ao fim da sua vida. 

Mas não subordinou a Escola aos seus interesses, 

Pelo contrário. Prejudicou os seus interesses pessoais de investigador por amor e dever. Isto nas 
duas Escolas onde ensinou, Técnico e Económicas e Financeiras. Estamos certos disso. 

Nos seus cursos, nos numerosos trabalhos de investigação e sintese que publicou há, em quase todos, 
uma referência, uma atenção especial, ou uma directa aplicação no domínio da Física. 

Assim o Técnico dispôs durante mais de 40 anos de alguém que incansavelmente ia advertindo e comu- 
nicando sobre o pensamento contemporâneo e os seus destinos. 

De alguém que se motivou. 

De alguém que aguardou motivos. 

De alguém que não tendo recebido esse incentivo continuou a motivar-se, até ao fim, fiel a uma 
lúcida consciência dos deveres de um professor e aos chamamentos de uma vocação. 


Lo 
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Lembro-me de um dia em que o formalismo fora particularmente denso. 
O Professor Mira Fernandes movia-se à vontade, sorria. 
De repente estacou e disse: isto é simples o que é preciso é fazer todos os dias, 


Era assim. 

As suas aulas eram vivas, não eram recitadas. 

Por mais de uma vez o assisti suspender-se no raciocínio, apagar tudo, recomendar outra via: isto 
não leva a nada. 

Mas nesta legitimidade de ensinar o que é dos outros quando passa por nós. E quantas coisas não 
eram só dele. 

Nessa potencialidade, que tinha, de dar uma aula quando quisesse e como quisesse, 

Não obstante isso, o Professor Mira Fernandes preparava, uma a uma, as suas aulas. Acompanha- 
va-se de uns linguados de papel almaço que não consultava e onde na véspera ordenara o seu pensamento 
e arquitectara a intenção: dever de professor que escrupulosamente seguia, respeito pelo ensino e por aque- 
les que o iam ouvir, cuidado que sempre pôs de atingir o que anunciava e se propunha. 

Quando se sabe um pouco, como nós sabemos, o que foi a vida do Professor Mira Fernandes e o 
nobilissimo desinteresse em que a praticou acodem-nos as palavras de Rilke nas Cartas a um Poeta: 


«E se lhe vierem versos deste regresso a si próprio, deste mergulho no seu mundo, não pensará em 
perguntar se são bons ou não, não procurará conseguir que revistas e jornais se interessem pelos seus 
trabalhos, porque gozará deles como de um dos modos de vida e de expressão. Uma obra de arte é boa 
quando nasce de uma necessidade: é a natureza da sua origem que a julga.» 


Nesta atitude, plenamente realizado nas suas aulas e com os seus alunos, o Professor Mira Fer- 
nandes oferecia-nos a imagem tranquila e tantas vezes sorridente de um homem feliz. 

Mas cuidou pouco de si. 

Não arrecadou. Desprovido de bens materiais, também não pôs especial cuidado na organização de 
um curriculo oficial, 

Não preparou a sua perenidade. 

Dia a dia empobrecia-se de capitais entregando a sua obra aos seus alunos, a quantos o procurassem 
já formados. 

No entanto, esse curriculo existe, 

Em boa hora se decidiu publicar as Obras Completas de Mira Fernandes. 

No entanto, ele foi mais: as gerações que por ele passaram, os especialistas, sentiam e sabiam isso. 

O respeito e a admiração por Mira Fernandes não se construíram por acaso, 


«Nunca me seduziu escrever um tratado ou seguer um livro de curso», disse Mira Fernandes no 
termo da sua carreira de professor. | 

Assim vem referido pelo Professor Vicente Gonçalves na Introdução às Obras Completas de Aure- 
liano Mira Fernandes — Lisboa — 1971, que cita o Professor Ramos e Costa como origem dessa afirmação. 

Atraíam-no mais os ensaios e os artigos. 


O tratamento pessoal que sempre caracterizou as suas publicações permitem-nos entender a afirma- 
ção que, vindo de quem vem, é desassombradamente sincera. Talvez que esse imperativo apenas lhe tenha 
consentido a elaboração de obras que, quando extensas, não foram além de monografias. 

É um facto que se lamenta mas é mais um cunho de modernidade e, em última análise, de extrema 
humildade e consciência intelectual: se hã quem fez porque repetir? 

Os seus cursos estavam em permanente evolução. 

De ano para ano mudava a ordenação das matérias. Resultava, assim, e por cada ano, um curso 
diferente mas sempre harmônico e logicamente encadeado. 

Nesses cursos: 


— Cálculo Integral, Cálculo Infinitésimal e das Variações — 2.º ano do IST 
— Mecânica Racional — 3.º ano do IST 


que eram extensos e profundos continha-se tudo quanto, em boa verdade, um engenheiro necessita aprender 
para passar a dispor de uma sólida formação em ciências matemáticas. 

Tudo quanto necessitaria para resolver problemas aplicados ou iniciar, mais tarde, uma pós-gradua- 
ção: em Engenharia ou Física Matemática. 

Existem folhas, as mais recentes dão-nos uma ideia clara da extensão e profundidade dos seus cursos. 
Quem souber entenderá. 
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Temos esperanças que, um dia, devidamente cuidados na forma que não era exactamente a de Mira 
Fernandes — trata-se de folhas — esses cursos sejam editados. Julgamos que essa intenção preside à publi- 
cação das Obras Completas de Mira Fernandes, 


E que não se julgue que se converterão em patrimônio histórico com laivos de romantismo, 

Continuam modernos, actuais, necessários: 

O Cáleulo: um primor de exactidão e simplicidade num tratamento exaustivo da Teoria da Integra- 
cão, da Análise Infinitesimal e do Cálculo de Variações, 

A Mecânica: antecedida por profundos e necessários complementos de Análise entrava decididamente 
na Mecânica Analítica de Lagrange, depois de abordados os conceitos fundamentais da Mecânica Clássica. 


Considerava-se ainda, a Mecânica dos Fluidos, terminava o curso com a Relatividade Geral e a Mecânica 
Quântica. 


Em matéria de contribuições originais é espantoso como dissolvia humildemente os novos resultados 
nas suas lições, 


Um exemplo: «Princípio de velocidade mínima». 

«Podemos pois enunciar: 

«No movimento expontâneo, a trajectória da fase é percorrida pelo ponto M, representativo do sis- 
tema, com uma velocidade escalar que é minima em relação áquela com que seriam percorridas todas as 


outras trajectórias possíveis, compativeis com as higações». 


Ainda mais espanta, embora tivesse sido objecto de publicação em Portugaliae Mathematica, 1941, 


Equazioni della dinâmica, que entregasse as Equações da Dinâmica, ao curso, sem um reparo especial, nesta 
simplicidade: 
) 
- ii .= O m= LE sb 
de 
Ex 


«E esta a forma mais condensada de escrever as equações da Dinâmica», 
e" são as derivadas em ordem ao tempo das características cinéticas e, 


«A função y costuma chamar-se, muitas vezes, constricção de Gauss nome que é mais correntemente 
dado a outra função, como depois veremos». 

Depois seguem-se as equações de Appell, de Maggi ete. 

As equações de Mira Fernandes atingem, no entanto, a máxima simplicidade e, portanto, são um 
resultado notabilissimo que se acompanha, simultaneamente, de uma grande beleza formal, 

Ver P. Varennes e Mendonça «Sobre as várias maneiras de escrever as equações gerais da mecânica 


dos sistemas com um determinado número finito de graus de liberdade — Gazeta de Matemática — n.º 94-95 
— Jan.-Junho 1964. 


As publicações do Professor Mira Fernandes repartem-se de modo principal pela Técnica (47 publi- 
cações), Rendiconti della Real Academia dei Lincei (17 comunicações) Portugaliae Mathematica (13 publi- 
cações) e Academia das Ciências de Lisboa (4 comunicações e um curso proferido no Instituto dos Altos 
Estudos sobre Modernas concepções da Mecânica. 


No fim da sua carreira, o quadro em que se movia, está claramente sintetizado pelo Professor Vicente 
Gonçalves nas palavras com que termina a Introdução às Obras Completas de Aureliano Mira Fernandes: 


cIncompreendido, refugiou-se no estudo. Retomou a teoria dos pseudo-ertensores, que edificara em 
1943 (adiantando-se então a investigadores de renome), mas a que só pudera voltar em 1952. Durante três 
anos reviu, esclareceu e generalizou seus anteriores resultados, perfazendo uma fecunda contribuição pessoal 
para o progresso do cálculo extensorial e da geometria diferencial de ordem superior, De caminho, escre- 
veu ainda um ensaio sobre a evolução da geometria de Riemann e fez algumas investigações de Geome- 
tria e Mecânica. 


Já em sensivel declínio de saúde, continuava a estudar, Estudou sempre; e a inexorável doença, que 


lhe cortou o estudo, por imprescindível determinação de capa e batina o levou para o derradeiro claustro 
(19 de Abril de 1958). 
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o. x 


Terminaremos esta memória com palavras de Mira Fernandes, transcritas do que publicou no âmbito 
do Instituto Superior Técnico e sempre entregou à nossa revista, a Técnica. 

Na inteligência superior que tinha da Vida e da Ciência, Mira Fernandes dispunha desse dom, que é 
raro, da síntese: 

Enriquecia as suas publicações com períodos, onde de modo breve mas completo, resumia um propó- 
sito, apresentava uma teoria, configurava uma situação, 

Na comemoração do bi-centenário do nascimento de Lagrange — (Boletim da Academia das Ciências 
de Lisboa, 1936) — criador da Mecânica Analítica — Mecânica Lagrangeana como lhe era grato dizer, Mira 
Fernandes aplica à obra de Lagrange aquilo que, sem premeditação e em jeito de servir, mereceu também 
para si próprio: 


«Definir, esclarecer, generalizar são as principais caracteristicas da sua obra científica», 


No ano lectivo de 1922-23 realizou Mira Fernades no Instituto Superior Técnico um curso livre sobre 
«Geometria Infinitésimal». 


Desse curso resultaram, mais tarde, duas monografias importantes: 


Elementos da Teoria das Formas Quadráticas — Lisboa — 1924, 
Inicia a publicação dessa monografia com as seguintes palavras: 


<A teoria das formas quadráticas é um dos mais notáveis e preciosos instrumentos da ciência moderna. 

À fecunda utilização das formas algébricas nas teorias clássicas da álgebra e das formas diferenciais 
na geometria infinitesimal, acresce a sua principal importância na exposição das teorias e métodos do cál- 
culo tensorial e do cálculo diferencial absoluto. 

Os conceitos de invariante e de parâmetro diferencial, e a facilidade da sua construção, para uma 
forma dada, mediante uma forma covariante auxiliar; a noção de derivada covariante, que tão simplesmente 
se presta também à formação de parâmetros diferenciais; o uso dos simbolos de Christoffel e Riemann, 
facilitando o emprego e abreviando a transformação de complicadas expressões analíticas, são as razões 
fundamentais da fecundidade da teoria das formas quadráticas»>., 


Da segunda, Fundamentos da Geometria Diferencial dos Espaços Lineares — Lisboa — 1927, consta, 
além do mais: 


-tSabia-se que o espaço riemanniano (o mais simples dos espaços lineares não homogéneos) admite 
uma homogeneidade infinitesimal por correspondência biinivoca de cada ponto duma vizinhança infinitesi- 
mal do ponto M a um ponto do espaço euclidiano tangente em M. 

Mas foi só em 1917 que Levi-Civita, definindo o conceito de deslocamento paralelo, estabeleceu duma 
maneira precisa q possibilidade de relacionar entre si biunivocamente os espaços euclidianos tangentes a um 
mesmo espaço riemanniano, em dois pontos quaisquer M e N, desde que seja definida a trajectória MN. 

O conceito de Levi-Civita (que é alids um dos infinitos modos possíveis de conferir qo espaço de 
riemann uma conexão euclidiana) veio sugerir um critério de sistematização dos espaços não homogéneos: 
o critério de transporte.» 

--€O intento deste livro é classificar os transportes lineares e consequentemente as geometrias dife- 
renciais a que eles servem de base, resumindo as recentes investigações de Weyl, Schouten, Struik, Blas- 
chke, etc. 

Desses transportes há alguns (como o transporte a fim de Eddington e o transporte conforme de 
Weyl) que já hoje têm uma utilização importante nas teorias relativistas». 


Noutra motivação — continuação de trabalhos apresentados na tese de doutoramento, Marco de 1911 
— Mira Fernandes redigiu duas monografias que publicou sucessivamente em 1929 e 1931: Grupos de Subs- 
tituições e Resolubilidade Algébrica Te TI: 


«Amphando, em termos de maior minúcia, os princípios da teoria dos grupos de substituições de 
ordem finita, que, em tempo, publiquei com o título de «Teorias de Galois»; e acrescentando-lhes os fun- 
damentos da teoria da resolubilidade algébrica, para a qual o conceito de grupo é o principal instrumento 
de análise, este livro pretende apenas, pelo caminho mais curto e nos termos mais simples, expor sumaria- 
mente um dos mais belos e importantes capitulos da álgebra moderna. Não tem pretensões de tratado, 
mas somente modestos intuitos de iniciação.» 
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Em 1945-46 aparece a quinta monografia «Geometria das distâncias». Cadernos de análise geral 13, 
17 e 18 — Porto. 

Todas estas monografias são importantes e se caracterizam pela originalidade do tratamento das 
matérias e pelos conceitos pessoais introduzidos. São obras que na época acompanhavam o progresso da 
fronteira do conhecimento. 

Dessas monografias, no nosso modo de sentir, damos especial relevo aos «Fundamentos da Geome- 
tria Diferencial dos Espaços Lineares», 

& um assunto de hoje que se continua na sua aplicação e condicionamento formal da 'Teoria da 
Relatividade Geral, 

De alguns trabalhos fundamentais que conhecemos nenhum tem a clareza e simplicidade de trato 
que o Professor Mira Fernandes confere nessa monografia aos Transportes Lineares, 

Traduz-se do estrangeiro para português, 

Os estudiosos ganhariam que esta monografia se traduzisse para uma língua acessível à comunidade 
científica internacional. E a nossa opinião, 


Nesta matéria transcrevemos do Professor Vicente Gonçalves as seguintes passagens: 


<A data da publicação dos Fundamentos, Mira Fernandes era já um diligente e seguro investigador 
em Geometria diferencial, disciplina a que o atraira o fascinio das Lezioni de Bianchi e onde tão feliz- 
mente se estreara com o trabalho Curvatura associada (Significado geométrico e algumas propriedades desse 
conceito, lido em Coimbra no Congresso misto das Associações Portuguesa e Espanhola para o Progresso 
das Ciências (1925) e pela primeira vez publicado no vol. XIII da Revista do Instituto Superior do Comér- 
cio de Lisboa (1925). Mira Fernandes dá nesse trabalho a interpretação geométrica do conceito geral de 
curvatura associada introduzido por Bianchi, questão tratada por Lipka em um caso particular; generaliza 
uma proposição de Vitali para subespaços geodésicos estuda o ângulo de duas direcções varidveis (no sen- 
tido de Levi-Civita) qo longo de uma curva, ligando-o às curvaturas associadas a essas direcções pela fór- 
mula das duas curvaturas, que nesse trabalho estabelece e de que faz por fim interessantes aplicações. 

Esta fórmula fundamental, ampla generalização de outra que Levi-Civita descobrira e as Lezioni 
haviam já divulgado, foi a origem de cordeal e prolongado comércio epistolar entre Mira Fernandes e 
Levi-Civita. A partir de 1988, Mira Fernandes consigna suas mais elevadas investigações à Academia 
dos Linces, onde em regra o grande mestre italiano pessoalmente as apresenta. Como instrumento que se 
maneia ou conhecimento que oportunamente se lembra, a fórmula propiciadora reaparece nas três primeiras 
comunicações. 

A colaboração prossegue com notável assiduidade, cobrindo versatilmente temas de Análise, Ceome- 
tria, Mecânica e Física matemática e compreendia nada mais nada menos de dezassete comunicações 
quando atingiu seu termo em 1938, O Dr. Antônio Aniceto Monteiro teve a louvável iniciativa de as repro- 
duzir dos Rendiconti della R. Accademia Nazionale dei Lincei para a Portugaliae Mathematica, que aca- 
bava de fundar.» 


Como diz Vicente Goncalves «a partir de 1927 quase todos os trabalhos científicos ou literários de 
Mira Fernandes foram inicialmente publicados ou ulteriormente reproduzidos na Técnicas. 


Prestamos homenagem à Técnica pela acção que desempenhou e desempenha, 

Colocamo-nos incondicionalmente ao seu lado, como realidade que hã que acarinhar e prolongar. 

Agradecemos a honra de nos ter convidado para escrever esta memória. 

Convite que aceitámos na legitimidade que nos advém de, em qualquer circunstância com que depa- 
ramos e onde fosse oportuno e justo, referir, anunciar e respeitar o Professor Mira Fernandes, 


Oferecê-lo como exemplo possível, e em Portugal, de estudiosos ou tão simplesmente estudantes. 


É impossível destacar, pela razoável dimensão que se deve impor a esta memória, passagens de todas 
as publicações efectivadas na Técnica. 

Salientaremos o que, no nosso subjectivismo, mais contribua para o esclarecimento de quem 
recordamos, 

O Professor Mira Fernandes aparece na Técnica, pela primeira vez, em Fevereiro de 1927, no n.º 7 
da recém-criada revista e com um trabalho intitulado «Forças Interiores». Trata-se da generalização de um 
teorema de Cisotti. 


«Com é sabido chama-se virial duma força F, relativo a uma origem O, ao produto interno F | (P-O)... 


A função W é a soma do virial interno com a energia interna; é uma constante, no caso dum sólido inde- 
formável, com forças interiores helmholtzianas.» 
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Em 1951 nas Técnicas 209 e 210 sob o título de «Bodas de Prata», dizia e lembrava assim: 


«Comemora esta revista os seus vinte e cinco anos de existência. Seu colaborador desde os primei- 
ros números, com relativa assiduidade, sempre com devoção e agradecimento pelo agasalho recebido, 
interessado nos seus progressos e satisfeito com os seus triunfos, é-me grata a incumbência de me asso- 
ciar a esta celebração, como testemunha do seu labor e confidente do seu viver.> 


«O meu intento é recordar que, sendo a Técnica, pelo nome e pelos apelidos, uma revista de enge- 
nharia, nunca os seus dirigentes se esqueceram de que ela é, também, uma revista escolar; e, como tal, 
devendo dar albergue e guarida, quando pareçam merecidos, a todos os temas relacionados com os domi- 
nios científicos que na escola se professam.» 


- e. & 


Em Fevereiro de 1928 — Técnica n.º 11 — publica uma «Oração de Sapientia»: 


«E o auxílio à obra da educação nacional dificilmente será excedido em nobreza, porque é de todos 
o que tem maior poder preventivo da desventura e mais largo alcance de beleza moral. Saibam conven- 
cer-se aqueles a quem sobejam as riquezas da terra de que todos os defeitos, que a insuficiência econó- 
mica do Fstado possa trazer à causa do ensino, são, a breve trecho, descontados na valorização dos seus 
haveres.» 


Terminava assim a sua exposição. 


Em Dezembro de 1928, na Técnica n.º 16, figura a comunicação apresentada na Academia das 
Ciências de Lisboa «O espírito matemático e a Cultura Gerals de onde destacamos: 


-. €O interesse pela cultura matemática cria-se ainda pela sistematização criteriosa dos programas 
de ensino. Ele é tanto maior quanto mais cedo e com maior acerto esses programas promoverem a eluci- 
dação daquelas verdades matemáticas que realmente governam o mundo; porque há muitas cujo valor é 
meramente histórico, relíquias venerandas duma respeitável escolástica, outras cujo valor é, por enquanto, 
apenas especulativo e doutrinário, componentes de teorias cuja utilização ainda se não iniciou, como ins- 
trumento de progresso das Ciências aplicadas. Estas, importa ao matemático conhecêé-las, cultivá-las, com 
aquele desinteressado espirito de curiosidade cientifica, apanágio dos grandes percursores, que tem sido 
o principal factor da notabilitação da sciência; mas o seu conhecimento, para a formação da cultura geral 
e para a criação do espírito matemático, não é urgente, nem sequer indispensável»... 


Em Fevereiro de 1929, na Técnica n.º 18, O princípio de Hertz de onde convém salientar: 


«Este princípio é análogo ao da curvatura minima de Hertz (Vide, por exemplo, Lezioni di meca- 
nica razionale de Levi-Civita e U. Amaldi, Vol. II parte 2.º, pág. 489) habitualmente deduzido do prin- 
cípio da mínima constricção de Gauss. O enunciado que atrás deixo exposto, referido à multiplicidade V. 
dos parâmetros lagrangeanos, tem, porém, as seguintes vantagens: 


1.º — Deduz-se directamente, sem recurso ao princípio de Gauss. 
2.º — Afirma que o minimo da curvatura, correspondente à trajectória dinâmica em V,, é zero. 
8º — A multiplicidade a que ele se refere depende apenas das coordenadas lagrangeanas e não do 


número de pontos do sistema.» ... 
Em Maio de 1929, Técnica 21, anuncia e demonstra «Uma propriedade do elipsoide de Clebschs», 
Em Janeiro de 1930, na Técnica n.º 24, procede a uma «Generalização dum teorema de Crofton». 
Em Abril de 1930, Técnica n.º 27, escreve «Sobre o momento gradiante de fase» que termina assim: 
BE fácil de ver que, nos limites de aplicação das fórmulas de Broglie (ou da mecânica clássica) 
p masa uy = 4H, 
Não sabemos se esta relação tão simples já foi algures apontada.» 


Em Dezembro de 1930, Técnica n.º 31, «Sobre a derivação parcial do tensor fundamental, que ter- 
mina do modo seguinte: 
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t8e as notações da derivação covariante parcial não fossem, à todos os títulos, preferiveis à nota- 
«ão imperfeita de Christoffel, seria de aconselhar, por virtude da segunda fórmula 1), a creação dum sím- 
(Dk 
bolo de Christoffel de 3.º espécie, para representar a k 
A 


Em Novembro de 1931, Técnica n.º 38, «Curvatura linear», 


<A análise das singularidades que podem apresentar os conceitos fundamentais da geometria dos espa- 
ços de Riemann, quando os coeficientes da forma diferencial quadrática, que define a métrica, não são fun- 
ções regulares das coordenadas, está quase completamente por fazer. Numa Nota das suas «Leçons sur la 
geométrie des espaces de Riemann» o Prof. Cartan examina uma hipótese de singularidade dos referidos 
coeficientes que o conduz, nos espaços riemannianos a três dimensões, qo conceito de curvatura linear do 
espaço; conceito que generaliza, nesse caso singular, o da curvatura riegmanniana ordinária que é, como se 
sabe, superficial (?). 

E objecto desta Nota seguindo de perto o raciocínio de Cartan, estabelecer um conceito semelhante 
para as superfícies do espaço ordinário»... 


Em Janeiro de 1932, Técnica n.º 40, «Um problema de análise». 

«Problema — Dado um volume V, chamando A(z) à área (função da variável x) nele intersectada 
por um plano variável normal ao eixo dos xx, e sendo 1 =JJ, f(v,y,z) dA, determinar as condições a que 
devem satisfazer a função f(íx,w,2) (suposta integrável e derivável) e o volume V, para que seja 


Refere no fim deste trabalho uma aplicação à teoria dos jactos líquidos. 

Em Novembro e Dezembro de 1932 —- Técnica n.º 46 e 47, «Evolução do Conceito de Grupo» — Con- 
ferência realizada na Universidade de Coimbra, na comemoração do 1,º centenário da morte de Evaristo 
Galois. 

Em Março... Junho de 1933 — Téenica n.º 50, 51, 52 e 53 — Modernas concepções da Mecânica, 

Publicação integral das lições que Mira Fernandes realizou no Instituto de Altos Estudos, da Acade- 
mia das Ciências de Lisboa, 


Dal se transcreve: 


«4Dou por finda, meus senhores, esta breve alusão às doutrinas do passado... 
« €Propus-me expor, num pequeno número de lições, as ideias gerais que neste momento dominam a 
teoria relativista e «a mecânica quântica... 


Termina deste modo: 


«Mais um testemunho ineludível da harmoniosa subordinação das leis às premissas do entendimento. 
Aquele entendimento cujas asas tiveram, no dizer de Sócrates, o abrolhar inquieto da dentição infantil; e 
cujo voo, ora hesitante, ora sereno e firme, tem como destino a verdade e como galardão a glória da sua 
mesma existências. 


Este curso renasce e desenvolve-se, mais tarde, na cadeira de Mecânica Racional, 
Em Janeiro de 1934, Técnica n.º 56, «Prêmio Nobel da Físicas. 


«Com o prémio Nobel da Física, de 1988 (que não fora concedido) e o do ano de 1988 foram, há 
pouco, galardoados, Heisenberg, Schródinger e Dirac...» Que fizeram os premiados? 

«Pois bem, Heisenberg, Schrôdinger e Dirac (não contando Broglie, Nobel de 1929) são os principais 
construtores desse gigantesco monumento que, embora incompleto, tem na sua base alguma coisa de defini- 
tivo e firme: os quantas... 


Em Maio de 1934, Técnica n.º 60, «A teoria das equações diferenciais e a ciência francesa». 

Conferência feita na Universidade Técnica de Lisboa, em 7 de Maio de 1934. 

Trata-se de uma análise crítica profunda da contribuição de diversos matemáticos e de uma síntese 
notável sobre equações diferenciais, 


«SA teoria das equações diferenciais, nas suas aplicações à Mecânica e à Física, tem procurado, nos 
últimos anos, pela necessidade de explicar os fenómenos infra-atómicos, uma ligação cada vez mais estreita, 
mais crítica e mais forte com a teoria dos grupos. Esta fornece o aspecto qualitativo dos fenómenos que 
a equação diferencial traduz nas suas relações infinitesimais, e a que a sua integração, sempre dificil, se 
não impossível, daria uma determinação quantitativas... 
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Em Dezembro de 1934 e Janeiro de 1935, Técnica n.º” 62 e 63, «Distância e Vizinhança», 

Conferência realizada no dia 26 de Novembro de 1934 na Faculdade de Ciências da Universidade de 
Lisboa. 

Desta publicação diz a Técnica: 


«Como sempre: a ciência aliada a uma grande clareza de exposição e a um notável poder de sintese». 

Além da importância do assunto e da sua permanente actualidade, o comentário diz tudo. 

Em Março de 1935, Técnica n.º 65, «Derivação tensorial composta nos espaços não pontuais». 

Trabalho notável. Versão em português da comunicação apresentada à Academia dos Linces «Deriva- 
zione tensoriale composta nagli spazi non pontuali». 

Em Janeiro de 1936, Técnica n.º 71, «Mecânica e Geometria», 


«. £<Em resumo: 


A subordinação das geometrias kleinianas às geometrias dos espaços heterogéneos (ou a inversa) e 
a redução de toda a concepção ondulatória a uma concepção pontual, no espaço de funções de onda, sempre 
hilbertiano, vem alargar ainda mais os domínios de validade do princípio variacional, como lei geral da 
mecânica. 

Não apenas nos espaços geométricos (aos quais se refere a análise de Milner) mas também nos espa- 
ços abstractos, que ele permite seleccionar, de harmonia com as conveniências da teoria mecânica, forma 
espacial mais adequada à representação dos fenómenos. 

E, se a selecção é quase sempre difícil, essa dificuldade nunca deixou de ser, em todas as teorias, a 
mais grave preocupação do raciocinio matemáticos. 


Em Agosto de 1936, Técnica n.º 78, «Em 25 anos». 
Palestra feita no Instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras, em 29 de Maio de 1936, 
a convite da Associação Académica, 


-.€Os últimos 25 anos são um domínio de condensações de singularidades; tais e tantas têm sido, 
no último quarto do século, as inquietações do pensamento científicos»... 


Em Novembro de 1936, Técnica n.º 79, «Evolução do Cálculo Variacional. (No bi-centenário de 
Lagrange»). 


Termina assim: 


«Aperfeiçoaram-se os métodos, alargaram-se os campos, disciplinou-se a doutrina, pari passu com o 
vertiginoso progredir da análise matemática, nos últimos cem anos. Mas a concepção inicial ficou. Mais 
ginda: revelou imprevistas possibilidades, derimiu contendas, ajustou teorias, orientou críticas. Esclareceu, 
dirigiu e unificou, 

Foi norma e foi penhor. Foi lei e foi juiz. Bem haja a memória de Lagrange!» 


nos. mf 


Para não alongar esta memória, definidos que são os interesses científicos do Professor Mira Fernan- 
des, retomaremos apenas alguns dos seu trabalhos mais recentes. 


* * + 


Em Fevereiro de 1950, Técnica n.º 199, «Transportes Finitos». 


«Na definição duma conexão afim, não infinitesimal, numa variedade V, (x1, x2...xn), o Prof. Eins- 
tein (1) utiliza bivectores cujas componentes são funções das coordenadas de dois pontos da variedade, 
extremos do transporte, e não apenas dum só ponto, como as do tensor métrico de Riemann+.. 


<P) Fimos no $ 6 que as equações 17), como diz o Prof. Einstein, devem ser paitiiaDE. como ia 
Di di e E— - 


ções do campo, porque dependem de três pontos do espaço e são escalares; ao passo que as variáveis ( 7) 


z 


dependem de dois pontos do espaço e são bivectores. 

As nossas equações 22) satisfazem às condições desejadas: os seus segundos membros (e, portanto, 
os primeiros) dependem de dois pontos do espaço (a e yl e são bivectores. 

Podem, portanto, ser tomadas como equações do campos. 


Trata-se de um trabalho notável de onde, nomeadamente, constam algumas observações a trabalho 
recente de Einstein. 
Em Abril de 1950, Técnica n.º 201, «As geodésicas dos espaços unitários». 
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<Podemos então, atendendo a 16) e 20) (ou a 16º e 280") enunciar o seguinte: 


Teorema — Dados dois espaços unitários K, e E, se existir um vector (ry) satisfazendo às equações 


16) e 16)", esses espaços têm o mesmo tensor de torsão, EN já 


com um determinado vector (sy), os dois espaços têm geodésicas correspon dentes.» 


é), Se esse tensor satisfazer às equações 20), 


Em Janeiro de 1953, Técnica n.º 228, «Uma generalização da série de Fourier». 


SA série B) é a série de Fourier 

4 sério A) tem, para os funções periódicas a mesma generalidade da série de Gomes Teixeira, da 
qual é uma transformada (no caso em que o domínio é uma coroa circular). 

A sério B) de Fourier é um caso particular da série A), como a série de Laurent (da qual é uma 
transformada) é um caso particular da série de Gomes Teixeiras... 


Julho de 1955, Técnica n.º 254, último trabalho publicado por Mira Fernandes na Revista Técnica 
«As geodésicas na definição das curvaturas duma superfície». 


A três anos da sua morte, termina sem saber, a sua colaboração na Técnica onde publicou trabalhos 
sempre servidos pelo espírito do investigador e do pensador e pela harmonia do homem justo e lúcido que era. 

Sem saber, porque o último trabalho recenseado data de 1957, e ele continuaria como sempre a cola- 
borar com a Técnica. 

Terminou a sua colaboração na Técnica com um assunto que lhe era grato, num domínio onde deu ao 
conhecimento actual poderosas contribuições: a Geometria Diferencial, no seu contexto próprio e nas suas 
aplicações à Física Matemática. 

Todos os trabalhos referidos constam da Bibliografia de A. de Mira Fernandes que figura no início do 
1.º Volume das Obras Completas de Aureliano Mira Fernandes — Lisboa — Edição publicada pelo Centro de 
Estudos de Estatística Econômica do Instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras --Lisboa-19T1. 

Esta obra é introduzida pelo Professor Vicente Goncalves como já se salientou, 


.. 


Terminamos com algumas transcrições do artigo Bodas de Prata, publicado na Técnica n.º 85: 
«Fez vinte cinco anos, em 13 de Novembro findo, o Instituto Superior Técnico, no exercício da sua 
missão docente, se não nos textos da lei que lhe conferiam existência e personalidades». 


«A pobreza da suas instalações, a miséria dos seus recursos materiais, a hostilidade surda ou expressa 
dos interesses criados (uma ou outra vez sob disfarce de direitos adquiridos); a descrença de muitos, a indi- 
ferença do maior número; nada impediu que o Instituto, numa rápida afirmação de vitalidade, ocupasse, 
a breve trecho da sua criação, um lugar de honrosa referência, no elenco das escolas superiores do País». 
Porquê? 


«Em que medida e de que maneira contribuiram, para tão feliz resultado, a posse efectiva e o uso 
prudente e judicioso duma ampla autonomia, administrativa e pedagógica, sob a discreta superintendência 
do Estado * 

Até que ponto concorreram para o engrandecimento da Escola, a personalidade e flexibilidade dos 
programas, orientadas no sentido dum máximo rendimento do ensino? 

Quanto deve o conseguimento dessa comunhão de ideias a que atrás aludo, ao espírito de colaboração 
entre professores e alunos, por todos manifestado e cultivado, desde a primeira hora, promovendo iniciativas, 
suscitando curiosidades, estimulando vocações; e creando, sobretudo, hábitos de trabalho e a confiança no 
próprio esforço?» 


<O Instituto Superior Técnico tem hoje uma casa; oxalá continue a ser um lar». 


Lisboa, Julho de 1978, MANUEL JOSE DE ABREU FARO 
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NUMERO 449/450 SETEMBRO /OUTUBRO 1978 


ANO LII 


VOLUME XL 


C. D. U. 51.951 


A Memória de Aureliano de Mira Fernandes 


Conjuntos graduados de Zadeh 


1 — INTRODUÇÃO 


A noção de conjunto graduado foi introduzida por 
L. A, Zadeh [1965] (1), com o nome de «Fuzzy Sets». 
Em França dá-se o nome de «ensemble flous a esta 
noção, mas preferimos a expressão: «conjunto gra- 
duado» introduzida por Gr. C. Moisil [1972](1) (pág. 
157-162). 

Seja E um conjunto dado, não vazio, diz-se que 
o conjunto V é uma parte de E se todo elemento de V 
é um elemento de E e então escreve-se V € E. 


É usual em matemática substituir o conjunto V 
pela sua função característica K (x) definida do 
seguinte modo: K é uma aplicação do conjunto E 
no conjunto (0,1), formado pelos dois números reais 
O e 1, definida do modo seguinte 


lsexeV 
K x =| Es 
v (=) O sexeV 


E claro que o conhecimento da aplicação K (x) 
determina univocamente o conjunto V, que é o con- 
junto de todos os pontos x de E tais que K (x)=1. 

Zadeh substituiu o conjunto (0,1), pelo conjunto 
de todos os números reais x tais que 0 < x < 1, que 
representaremos pela notação [0,1] e dã o nome de 
conjunto graduado F a toda aplicação f de E em 
[0,1]. 

Podemos pensar no conjunto [0,1] com um con- 
junto de valores lógicos, O representa o valor lógico 
falso e 1 0 valor lógico verdadeiro. Se 0<h<1;A é 
um valor lógico intermédio, Representaremos a ex- 
pressão «o ponto p pertence ao conjunto graduado F'> 
pela notação 


pe F (1) 


Então o valor lógico do enunciado (1), em nota- 
ção v (p e F), será definido pela fórmula 


v(p eF)=f(p) 


(1) Ver a lista bibliográfica no film deste artigo. 


ANTÔNIO ANICETO MONTEIRO 


Para indicar que um ponto p pertence ao con- 
junto X escreve-se p £ X. 

Assim os dois símbolos £ e e representam rela- 
ções distintas. 

Comparando com o caso anterior podemos dizer 
que fé a função característica do conjunto gradua- 
do F e podemos, no fundo, identificar F e f. 

Sev (x e F)=1 diremos que o enunciado « e 
F> é verdadeiro. 

Se v (xe F)=0 diremos que o enunciado «ex e F» 
é falso. 

Se v (x e F)=f(p)=A diremos que o enunciado 
«x eF>» tem o valor lógico À ou que merece 0 grau 
de confiança À. 

Se f não toma valores distintos de O e 1 estamos 
reduzidos ao caso precedente, 

Esta ideia de tomar como conjunto dos valores 
lógicos o segmento [0,1] foi apresentada pela pri- 
meira vez pelo matemático polaco J. Lukasiewicez 
antes de 1930(2); para uma exposição sobre vários 
cálculos proposicionais polivalentes considerados por 
este autor ver Lukasiewicz — Tarski [1930]. 

Como o segmento [0,1] é o conjunto de todos os 
valores lógicos, é necessário definir os conectivos 
A (e), V(ou) e — (negação) sobre [0,1]. 


As definições de Zadeh são as seguintes: 


asb=min. (a, b) 
avVb= max (a, b) 
-2=1-a 


Seja 


E 
Z = [0,1] 


o conjunto de todas as aplicações de E em [0,1]. Se 
f, g e Z escreveremos f=g para indicar que f(x) = 
= g(x) para todo x e E. Definiremos a função 
h=f Ag pela fórmula 


(2) Mas este autor considera (além dos conectivos V, A, — definidos a seguir) o conectivo de implicação definido por 


as» b=ymin (1, 1 — a + b). 
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JA 


h(x) = f(x) A g(x) (1) 
el=fvg por 
l(x) = f(x) V gíx) (2) 


e a negação de f (em notação — f) por 


(=—£) (x) = 1 = f(x) (3) 


As definições (1) (2) (3) podem escrever-se sob 
a forma 


(1) (Tag) (x) = f(x) Ag(x) 
(29) (fVg) (x) = f(x) V gix) 
(3) (=£) (x) = = f(x) 


A função identicamente igual a 1 será represen- 
tada pelo símbolo 1 e a função identicamente igual 
a O será representada pelo simbolo 0, isto é 


1 (x) =1 para todo x £ E 
O (x) = 0 para todo x E E 


Obtemos assim um sistema < Z,0, 1, A, V, =) 
donde 0 e 1 são dois elementos de Z, A e V duas ope- 
rações binariais definidas sobre Z e — uma operação 
unária definida sobre Z. 


Queremos estudar as propriedades algébricas do 
sistema Z. Para isso necessitamos recordar algumas 
noções da teoria dos reticulados e em particular dos 
reticulados distributivos, das álgebras de Morgan e 
de Kleene, que facilitem a leitura dos trabalhos indi- 
cados na bibliografia. 


Este artigo deve ser considerado como uma ini- 
ciação à teoria dos conjuntos graduados de Zadeh, 
considerados sob o ponto de vista da álgebra, quando 
são algebrizados por meio das operações V, A e —. 
Mas é claro que sobre o segmento [0,1] podem defe- 
nir-se outras operações. 

De Kerf (J. L. F.) [1975] coligiu uma lista de 
200 referências bibliográficas sobre os conjuntos gra- 
duados na qual figuram 31 trabalhos de Zadeh. Veja 
também os 3 volumes publicados por Kaufman (A.) 
[1975], onde figuram numerosas aplicações. 


O problema fundamental de determinar um con- 
junto finito de igualdades válidas em toda álgebra Z, 
a partir das quais seja possível demonstrar todas as 
outras igualdades válidas em todas essas álgebras 
foi resolvido por J. Kalman [1958] (como veremos 
no 56). Os resultados de J. Kalman que têm um 
interesse decisivo para a teoria algébrica dos con- 
juntos graduados, foram apresentados na sua Tese 
de Doutoramento na TUniversidade de Harvard, em 
1955. 


O segundo problema fundamental de encontrar 
um procedimento para decidir com um número finito 
de cálculos se uma igualdade dada é ou não válida 
em todas as álgebras Z foi também resolvido por 
J. Kalman na sua Tese. 


A exposição destes resultados fundamentais é um 
dos objectivos centrais desta nota. Veremos assim 
que 10 anos antes da introdução da noção de conjunto 
graduado, já estavam elaboradas as técnicas e obtidos 
os resultados adequados para o estudo dos conjuntos 
graduados sob o ponto de vista da álgebra. Este facto 
passou desapercebido durante bastante tempo, Certos 
erros cometidos têm a sua origem nesta circunstância, 

Finalmente corresponde assinalar que St. Kleene 
tinha considerado em [1938] um cálculo proposi- 
cional trivalente, com três valores lógicos o O (fal- 
so), ly (indecidível), 1 (verdadeiro). Sobre o conjun- 
to M, = (0, !4, 1) estavam definidas duas operações 
binárias v (ou), 4 (e) e uma operação unária — (ne- 
gação) definidos por meio das tábuas correspondentes 
e estava pendente o problema de caracterizar esta 
álgebra finita por meio de igualdades. 

Este problema foi resolvido também por J. Kal- 
man e este resultado tem muita importância na teoria 
dos conjuntos graduados, visto que M, é uma álgebra 
característica com respeito às álgebras Z, isto é, uma 
igualdade é válida em todas as álgebras Z se e só se 
ela for válida em M,. 

Y. Gentillome [1967] [1968], tendo em vista apli- 
cações à linguística foi levado a definir a noção do 
conjunto vago X como um par X=(X,, X,) de sub- 
conjuntos X,, X, de um universo E, tais que X C X., 
algebrizando os conjuntos vagos em forma adequada 
que será indicada no & T. 


Gr. C. Moisil [1940], [1941] tinha sido levado a 
introduzir uma construção análoga no estudo do cãl- 
culo proposicional trivalente de Lukasiewicz. 

Indicaremos a estreitas relações entre esta noção 
e a teoria dos conjuntos graduados. 

A história da matemática mostra neste caso, 
como em tantos outros, a enorme importância que 
tem a investigação fundamental, para as aplicações 
da matemática e reciprocamente, 


Sob este ponto de vista, a vida do falecido e 
prestigioso investigador Aureliano de Mira Fernandes 
é um exemplo digno do nosso respeito e admiração. 
Foi professor de uma importante escola de Engenha- 
ria, o Instituto Superior Técnico de Lisboa e do T. S. 
C. E. F., mas paralelamente às suas funções de Pro- 
fessor, dedicava a maior parte do seu tempo dispo- 
nível a realizar trabalhos de investigação em mate- 
mática pura, ou a realizar cursos de especialização, 
sobre o mesmo tema, para alguns dos seus discípulos. 

Na minha juventude, quando se queria prestigiar 
o Instituto Superior Técnico, sempre se dizia «tem 
como Professor o Aureliano de Mira Fernandes» con- 
siderando-se esta afirmação como a indicação de um 
Homem exemplar, que todos respeitávamos e admirá- 
vamos, porque a sua dedicação à investigação no 
campo das matemáticas puras, honrava o espírito 
humano. 

Jean Perrin, prémio Nobel de Fisica, quando na 
década de 30, creio eu, lutava para criar a «Caisse 
National de la Recherche», tinha que convencer da 
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sua utilidade numerosas pessoas, que tinham o poder 


lhes dizia «A ciência pura, é aquela que não tem ainda 


W aplicações». Este artigo, redactado em homenagem à 


| memória de Aurealiano de Mira Fernandes, tem por 


hi “objectivo fundamental, ilustrar esta tese mostrando 


a evolução das ideias em torno da noção de conjunto 
graduado de Zadeh a partir do ano de 1938. Deve- 
mos também assinalar que a noção de reticulado 
data pelo menos de 1897 com KR. Dedekind. 


2 — CONJUNTOS ORDENADOS E RETICULADOS 

Uma relação binária < definida sobre um con- 
junto A diz-se uma relação de ordem se verificar as 
propriedades seguintes: 


01 — Reflexriva: x < x 
02 — Antisimétrica: se x< y ey <x então =y 


03 — Transitiva: Se x< y e y<z então x< e 

Escreveremos x <y para indicar que x<y e 
HEY. 

Diz-se que um elemento y cobre o elemento x se: 
1.0) x <'y; 2.º) Não existe nenhum elemento z ce A 
tal que x< z<y. 

O Diagrama de um conjunto ordenado A finito 
define-se do seguinte modo: 


1.º) Cada elemento a Ee A representa-se por 
um pequeno círculo (no plano do papel) que se cha- 
ma o afixo de a; 2.º) Se b cobre a o afixo de b 
coloca-se mais acima de a, ligando-se a e b por um 
segmento. Seja dado o conjunto A = (2, 3, 6) e or- 
denemos A pela relação divide (que representaremos 
pela notação <). A relação divide entre números 
naturais é uma relação de ordem e o diagrama de A 
está indicado na Fig. 1. Dois elementos x y dizem- 
-se incomparáveis se x É vey L x. Na fig. 1,2 e 3 
são incomparáveis, 


2 


Fig. 1 


Fig. 8 


Se ordenamos A pela relação «menor ou igual» 
que se representaremos também pela notação < então 


(1) É fácil de ver que se A' é isomorfo a A, então A é isomorfo a A' 


isomortfos. 
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de decisão mas não o poder de compreensão, sempre 


o diagrama de A está representado na figura 2. 
Na figura 3, está indicado o diagrama do conjunto. 
B=(1, 2,3, 4, 6, 
12 12), de todos díviso- 
res de 12, ordenado 
6 pela relação divide. 
Diz-se que u é últi- 
mo elemento de um 
conjunto ordenado À 
3 2 Se a<u, para todo 
a e A, Se A tem 
último elemento en- 
44 tão ele é único. Com 
| efeito se u e u' são 
Fig. 8 últimos elementos de 

A então u<u' eu <u logo u=u. 

Diz-se que p é primeiro elemento de A se p< a 
para todo a e A. Se A tem primeiro elemento ele 
é único. 

O diagrama da Fig. 1 não tem primeiro elemento, 
2 é primeiro elemento da Fig. 2, 1 é primeiro ele- 
mento da Fig. 3. 6 é o último elemento dos diagra- 
mas das Fig. 1 e 2, e 12 é o último elemento do dia- 
grama da fig. 3. 

Dados dois conjuntos ordenados (A, <) (A', <) 
diz-se que o segundo é isomorfo ao primeiro se existe 
uma transformação q de A sobre A' tal que 


1.º) q é biunivca. 


2.º) Sea, be A são tais que a < b então q(a) < 
< p(b). 


3.º) Sea, be A são tais que q(a) < qp(b) então 


a< tt). 


Sejam A e A' og 
conjuntos orde- 
nados definidos 
pelos seus dia- 
gramas indica- 
b dos nas fig. 4 e 

5 e seja q defi- 

4 nida por p(a)= 
=a!, q (b) =b, 

a q(og=e. 

Fig. 5 As condições 
e 2.º) são 


Fig. 4 
1.º) 


verificadas mas 3.º) não é verificada porque: 
g(b) =b'<q(e)=c' e não se tem b< cc. 


A teoria dos conjuntos ordenados tem por objec- 
tivo o estudo das propriedades dos conjuntos ordena- 
dos que se mantêm invariantes por isomorfismo. Dois 
conjuntos ordenados isomorfos A e A' podem diferir 
apenas pela natureza dos seus elementos, 

Para indicar exemplos de conjuntos ordenados 
basta indicar um diagrama ao acaso. Dados dois ele- 


-. Podemos por iso dizer que A e A' são 
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mentos x, Y de um dia- 
grama para que seja 
x < y é necessário e su- 
ficiente que seja x=Y 
ou que exista um «cami- 
nho» ascendente que par- 
ta de x e chegue a y. 
Assim na figura 4, a<d, 


A< e <f a< E, 

bscbas abas oe 

pb cu, 

c<xe e<tf, c<g, 

Fig. 6 <oeusSE as, 
e<f e< ge nlém 

dis a<a b<xbd<d, exe f<fto<eg<er. 


Muitas vezes o primeiro e último elemento de 
um conjunto ordenado A representam-se por 0 e 1, 
Esta notação não é adequada para as figura 2 e 8. 

O exemplo mais importante de um conjunto or- 
denado é uma familia A de conjuntos ordenados pela 
relação de inclusão C . A razão desta afirmação é a 
seguinte: = 


2.1 — TEOREMA. Dado um conjunto ordenado 
(A, < ) existe uma família Aº de conjuntos, ordena- 
dos pela relação de inclusão OC tal que os conjuntos 
ordenados (A, <) e (A', C ) são isomorfos. 

DEM. Dado a A seja f(a) o conjunto de todos 
os elementos de A tais que x < a. Então f(a) é um 
sub-conjuntos de A. 

Seja A'=(f (a): a £ A) e ordenemos A' pela rela- 
ção de inclusão OC . Verifica-se imediatamente que 
(4º, CC) é isomorfo a (A, <). 

Para o caso da figura 4 o diagrama de A' é 


[2,3,6) 


(3) 3) 


2.2 — DEFINIÇÃO, Diz-se que c é o ínfimo do 
par ordenado (a, b) de elementos de um conjunto 
ordenado A se: 


Il.º) ce<acece<b 
I 2.º) Sexétal quex<aex<b então x < ec. 
Sea e b têm um iínfimo ele é único. 


Se assim é escreve-se c=a A b. 


A condição 1.º) pode expressar-se dizendo que € 
é uma cota inferior de a e b, e a condição 2.0) ex- 
pressa que c é a maior das cotas inferiores de a e b, 
Na figura 6 tem-se e=f Ag. 


2.3 — DEFINIÇÃO. Diz-se que c é o supremo 
do par ordenado (a, b) de elementos de um conjunto 
ordenado A se 


51º) a<cebao. 


82.º) Sea<x e b<x então ce <x; então es- 
creveremos c=avVb. 
Se a e b tem um supremo ele é unico. 


24 — DEFINIÇÃO. Um conjunto ordenado A diz- 
-se um reticulado sia A be aNYb existem para todo 
par ordenado (ab) de elementos de A, 

É bem conhecida que 


2.5 —- TEOREMA. Num reticulado A valem as 
seguintes regras de cálculo: 


Il 


(Rlj) ah a 

(R2) aMb=bAaa 

(R3) (a Ab) Ac=a A (DAS) 

(R4) a=aV (a A b) 

(R1') a=aVa 

(R2) ayb=bVa 

(R$) (aVb)Ve=av (bye) 

(R4') a=a A (aV b) 

KReciprocamente se (A, A, V) é um sistema for- 
mado por um conjunto, não vazio, A e duas operações 
binárias MN e WV definidas sobre A que verificam as 
igualdades (R1) — (R4) e (R1') — (R4') então é pos- 
sível definir sobre A uma relação de ordem < tal 
que: 1.º) a A bé o ínfimo de a eb; 2.º) aybéo 
supremo de a e b. 

A relação de ordem buscada pode definir-se do 
seguinte modo: x< y see sósex=x A gy. 

Para a demonstração de este resultado veja-se 
por exemplo Garrett Birkhoff [1948] (*). 


a 


2.6 — DEFINIÇÃO. Um reticulado (A, A, MV) 
diz-se distributivo se 


(iD) = A (V=(tgA VIAS) 


Existem reticulados que não são distributivos. 
E o que acontece com o reticulado A que tem por 
diagrama a Fig. T. 


Com efeito 
aNnt(bVe)=asnl=a 
(a Ab) V(a A c)= 


=v0=o 


logo A não é distributivo, Em 
todo reticulado distributivo 
vale também a regra de cálculo 


(D) xV(y A 2) = 
=(xVy) A (xVz). 


(*) Aos símbolos Y e A podemos dar o nome de «versos é «reverso» (em inglês «cup» e e«cap>). 
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27 — LEMA. Para que um reticulado (A, A, V) 
tenha primeiro (0) e último (1) elementos é necessá- 
rio e suficiente que existam dois elementos 0,1 E A 
tais que 


0Ax=0 lvyvx=1 


para todo x e A, ou o que é equivalente 


OVx=x IAX== 


2.8 — DEFINIÇÃO, Um conjunto ordenado A diz- 
-se totalmente ordenado se 04) Para todo par (x, Y) 
ou X<y ou y<x. 


2.9 -— TEOREMA, Todo conjunto A totalmente 
ordenado A é um reticulado distributivo. 


Com efeito: sex < y entãox=x A yexVy=y; 
sey <xteremosy =y A xexVy =x. Portanto A 
é um reticulado. Vejamos que A é um reticulado dis- 
tributivo. Com efeito dados 3 elementos x, y, ZE À 
verifica-se uma só das condições: 


1º) nu 7<E 
2º) X<2Z<Y 
a WERE R 
4º) VSESK 
0.º) ZSX<Y 
B') 2<y<kX. 


No primeiro caso teremos 


XA(VD)=XAZ=X* 
(XAYNVIKAZD)=XVX=X 


“e a igualdade D é verificada. 
Nos restantes casos a verificação é análoga. 


210 — COROLÁRIO. O segmento [0,1] com a sua 
ordem natural é um reticulado distributivo. 


Basta notar que [0,1] com a sua ordem natural 
é um conjunto totalmente ordenado. 

Um exemplo muito importante de reticulado dis- 
tributivo é o que se indica a seguir. 

211 — DEFINIÇÃO. Uma família A conjuntos 
tnl que se Xe AeYe A entãoXN TeAe 
XyUy Te A dá-se o nome de anel de conjuntos. 


Verifica-se facilmente que 


212 — Um anel de conjuntos é um reticulado dis- 
tributivo. 


Veremos mais adiante que se trata do exemplo 
mais importante de reticulado distributivo, 


TÉCNICA 449/450 


Indiquemos uma construção que permite obter 
reticulados distributivos a partir de reticulados dis- 
tributivos dados. 


211 — DEFINIÇÃO. Seja [A his, uma familia 
de reticulados (distributivos) e seja 


P = Ti A. 
Iel 


o produto cartesiano dos conjuntos A,. Para repre- 
sentar um elemento peP usaremos q notação p= 
=(p,)),er= (p,) donde p e A, (para iel) chama-se 
a coordenada de índice i do ponto pr A. 
Sep=(p)eAeq=(q,)) E A 


Poremos phÃq=(p Ad) 
pVa=t(p, Va) 


Ferifica-se imediatamente que valem as regras 
de cúlculo (RI—R4), (R1'—4') e (D); logo (A, A,V) 
é um reticulado (distributivo). 

Se todos os À, têm prmeiro elemento O, então P 
tem como primeiro elemento O = (0 ). 

Se todos os A, têm último elemento 1, então P 
tem por último elemento 1= (1). 

No caso particular em que todos os A, são iguais 
(A, = À) escreveremos 


Ps A 


que é o conjunto de todas as aplicações f del em A, 
com f(i) =a €c A, 

Neste caso podemos escrever p = (p,),., onde 
p=f(ij-a e A, 

Daqui resulta que P é um reticulado distributivo, 

Suponhamos agora que A = [0,1] então a famí- 
lia de todos os conjuntos graduados considerados 
como aplicações de E em [0,1]. 


Z = [0,1]º 


é um reticulado distributivo. 

Como o segmento [0,1] tem primeiro elemento O 
e último elemento 1; o mesmo acontece ao reticulado 
distributivo Z que são as funções identicamente 
iguais, respectivamente, a 0 e 1. 

Dada uma relação binária R definida sobre um 
conjunto E dá-se o nome de relação dual de R à 
relação R* definida pela condição 

x R* y see só sey Rx. É claro que R** = BR, 

A relação dual de < costuma representar-se 
por >. Tem-se então o seguinte 


PRINCÍPIO DE DUALIDADE. A relação dual 
duma relação de ordem, é uma relação de ordem. 


ló 


Cada um dos conjuntos ordenados A e A* indi- 
cados na figura seguinte é dual do outro 


C a” b* 
a b cº 


E claro que a transformação f(x) = x* é um 
anti-isomorfismo de A sobre A* isto é, f é uma trans- 
formação biunívoca de A sobre A* tal que 

A condição x < y em A é equivalente a y* < x* 
em A*. 

A um anti-isomorfi f de A sobre A de periodo 2 
(f f(x) =x) dá-se o nome de involução. 

A moção de infimo é dual da noção de supremo. 


3 — RETICULADOS DISTRIBUTIVOS FINITOS 


Necessitamos que conhecer alguns resultados so- 
bre os reticulados destributivos finitos A. 

Um elemento i e A diz-se irredutível se i£o e 
i=aWYb implica i=aou i=b. É fácil de provar o 
seguinte 


31 — TEOREMA. Para que um elemento i-£o de 
um reticulado finito A seja irredutível é necessário 
e suficiente que o conjunto S de todos os elementos 
x de A tais que x < i tenha um último elemento, 

Aplicando este teorema ao reticulado distribu- 
tivo A da fig. 3 vê-se que os elementos irredutíveis 
de A são 2,3 e dá, 

Um resultado importante é o seguinte 


3.2 — TEOREMA, Num reticulado finito A, com 
mais de um elemento, todo elemento a -£o é supremo 
de elementos irredutiveis (Garrett Birkhoff). 


Trata-se de um corolário do Teorema 4,5 que 
demonstraremos mais adiante. 

No caso da fig. 7, os elementos irredutíveis são 
a, be el=ayb=aye=bVe. 

Um elemento p de um reticulado finito A diz-se 
primo se 1.º) p£0; 2.º) sep<aWVb então ou p< a 
ou p< b. 


3.3 — TEOREMA, Num reticulado finito todo ele- 
mento primo é irredutivel (G. Birkhoff). 


Dem. Seja p primo e suponhamos que (1) 
p=aWb então como p é primo teremos (2) p< a 
ou (3) p<b. De (1) resulta (2) a<p e (3) b<»p. 
de se verífica (2), usando (2'), teremos p = a. Se se 
verifica (3'), usando (3) teremos p=b e portanto 
p é irredutível. 
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Num reticulado finito não existem necessaria- 
mente elementos primos. E o que acontece no reti- 
culado da fig. 7, onde a não é primo porque a < 
<byc=1e entretanto não se verifica nem a < b, 
nem a< ec. Os elementos 1, b, c também não são 
primos. 


34 — TEOREMA. Num reticulado distributivo A 
todo elemento irredutível é primo. (G. Birkhoft). 


Dem. Seja i irredutível e suponhamos que i < 
<aVb, isto éi=iA (aWb) como A é distributivo 
podemos descrever 


i=(ixa)Vêiãab) 


e como i é irredutível teremos «iziMa ou i=iAb» 
isto é «i<a ou i<b>» e portanto ié primo. 
Recordemos agora que 


35 TEOREMA. Seja A um reticulado finito 
no qual todo elemento irredutivel é primo, então A é 
um reticulado distributivo, 


Se trata de um caso particular do Teor 4.11 que 
demonstraremos no parágrafo seguinte, 
Recordemos agora que 


3.6 — TEOREMA. Para que um elemento po 
de um reticulado finito seja primo é necessário e sufi- 
ciente que a familia Z de todos os elementos z tais 
que p L Z, tenha um último elemento z,. 


Dem. Seja p primo e Z = (Z, Z,,..., Z) a fa- 
milia indicada e ponhamos 


n=>24V2VoNV z 


Sc fosse p < z, então se vê por recorrência que existe 
algum índice i(1 <i<n) tal que p<z o que é im- 
possivel pela definição de Z, logo p<z, e então 
Z,€Z e z, é o último elemento da família Z, 

Seja p um elemento tal que 1.º) po; 2.º) A fa- 
milia Z = (Z,,..., £,) de todos os elementos tais que 
PLZ tem um último elemento z,. Provemos que p 
é primo. Com efeito suponhamos que p não é primo 
então existem dois elementos x, y tais que (1) 
PSxVy (2) px (3) py De (2) e (3) resulta x, 
ye Z logo xc<z, y<z, e então (4) xVy<z,. 
De (1) e (4) resulta p < z, o que é impossível por 
hipótese e o teorema estã demonstrado. 

Os teoremas que acabamos de indicar são de 
extrema utilidade para averiguar se um reticulado A 
dado pelo seu diagrama é ou não é distributivo. 

Determina-se em primeiro lugar o conjunto I de 
todos os elementos irredutíveis usando o Teorema 3.1. 
Para que o reticulado seja distributivo, basta verificar 
que todos os elementos irredutíveis são primos, o que 
se faz facilmente usando o Teorema 3.6. 
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TÉCNICA |V 


Consideremos o reticulado que tem o diagrama 
da Fig. 9 (verifique que cada par de elementos tem 
um ínfimo e um supre- 
mo usando as respecti- 
vas definições). (Basta 
considerar o caso dos 
pares incomparáveis 
por que sex < y então 
x=x Ay e xVy=y). 

Os elementos irre- 
dutíveis a, b, c, g es- 
tão marcados em ne- 
gro, os elementos a, b, 
c são primos, mas E 
não é primo porque a 
família dos elementos 
que não seguem g, a saber, 0, a, b, c d, e f, não 
tem um último elemento; logo A não é distributivo. 

Seja A um reticulado distributivo finito com 
mais que um elemento e representemos por q o con- 
junto ordenado(!) de todos os elementos primos de A. 


O teorema seguinte tem muita importância. 


Fig. 9 


3.7 — TEOREMA, Dado um conjunto ordenado 
finito q, existe um reticulado distributivo finito A 
tal que o conjunto q dos elementos primos de A é 
isomorfo a q,. Todo reticulado distributivo finito A' 
com esta propriedade é isomorfo a A (Garrett Bir- 
khoft [1937]). 

Demonstraremos a existência de A, Dado um con- 
junto ordenado q, daremos o nome de secção inferior 
de q, de a toda a parte S de q, tal que se se S e 
a<s então aeS e convencionamos que q é um sec- 
ção inferior de q,. Uma secção inferior S será cha- 
mada uma secção inferior principal se existe um ele- 
mento a e q, tal que S é o conjunto de todos os ele- 
mentos x e q, tais que x < a e então escreveremos 
S = (a). 

Vê-se facilmente que a intersecção (reunião) de 
duas secções inferiores é uma secção inferior. Por- 
tanto a família A de todas as secções inferiores 
do «x, incluindo a secção vazia & é um reticulado 
distributivo finito. 

Prova-se facilmente que as secções inferiores 
principais de 7, isto é as secções inferiores da forma 
(a) (a £ +,) são elementos primos de A. 


Com efeito se S,, et S, são duas secções inferio- 
res tais que 


(1) (a) CS US, 


então como a £ (a) de (1) resulta que ou (2) a £ S, 

ou (3) a e S, Em qualquer dos casos: ou (a) C 5, 

ou (a) C 8, e (a) é um elemento primo de A. 
Suponhamos agora que a secção inferior S * q 


seja um elemento primo de A observe-se que S = 


(1) A ordem sobre ; coincide com a ordem dada em A, 
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=U((a);ae S) e como 8, por hipótese, é um ele- 
mento primo de A então existe um a tal que (1) 
8 C (a), Como a E S então (2) (a) C 5. De (1) 
e (2) resulta S = (a). o 

Provámos então que o conjunto dos elementos 
primos de À é m=(S(a); a E 7,) e utilizando o Teo- 
rema 2.1 podemos afirmar que q, é isomorfo a q. 

Observemos que existem reticulados distributivos 
que não contêm nenhum elemento primo (isto é irre- 
dutível). Com efeito a recta R com a sua ordem na- 
tural é um reticulado distributivo e o mesmo acon- 
tece a: A=RXAER., 

Dado o elemento 
a=t(a,a,) E A 
Consideremos os dois 
elementos de A 


na=(a,,a,) 
A Na 
« »- 
e 
fo % 


Rd ho 


Y , b=(a,-la,) 
c=(a, a,-—1) 
então 


bVec=(a,a)=a 


com ab e ac, logo 
a não é irredutível 
(qualquer que seja a € A). 

É para remediar este inconveniente que se intro- 

duz a noção de filtro que vamos agora estudar. 
No caso de um reticulado distributivo finito A O 
conjunto ordenado q dos seus elementos primos é 
4 uma descrição simples e compacta 
de A. O reticulado distributivo da 
fig. 3 fica determinado pelo dia- 
grama dos seus elementos primos 


o: 2 indicados na figura anexa, 


4— FILTROS 


A teoria dos filtros desempenha um papel im- 
portante no estudo dos reticulados, Seja A um reti- 
culado. Supomos sempre que A tem mais que um 
elemento. 


41 — DEFINIÇÃO. Uma parte F de A diz-se um 
filtro (de A) se 

F1) F£g 

F2) SeaeFeac<bentão b<F 

FP 3) Sea, be F então a AheF 


Um filtro F' diz-se próprio se F£A, 


Para que F' seja próprio é necessário (se A tem 
primeiro elemento o) e suficiente que o = F. 
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4,2 — DEFINIÇÃO, Dado um elemento acÃ o 
conjunto F(a) de todos os elementos x de A tais que 
a<x é um filtro, chamado filtro principal gerado 
por a. 

Para que F(a) seja próprio é necessário e sufi- 
ciente que seja a £ 0. 

Verifica-se imediatamente que 


43 —LEMA. Se (F,] (ie 1) é uma familia de 
filtros então a sua intersecção F = NM F, é um fil- 
REA 


tro se Fa (1). 
4.4 — DEFINIÇÃO, Um filtro próprio F' diz-se 


irredutível de dados dos filtros F/ e F, tais que 
FP=F, N F, então ou F=F, ou F=F,. 


4.5 — DEFINIÇÃO, Dado um filtro F próprio e 
um elemento ar F, di-se o nome de filtro gerado 
por Fea à intercepção G de todos os filtros que con- 
têm Fea. 


4.6 — TEOREMA. Dado um filtro próprio F e um 
elemento a E F' então o filtro gerado por F ea é o 
conjunto G de todos os elementos £g pera cada um 
dos quais existe um elemento feF sal que f MA a< E. 


Dem. Basta provar F1), F2) e F3). 
Fi) É claro que Ga, porque f A a <f logo 
ace. 


F2) SegeG eg <E entdo g EG. 
De ge G resulta que existe um elemento feF 
tal que 
f /N d « E 


como g < g' então 


Ês 
IA, 
Ejs 


ec portanto g'eG. 

F3) Se gg eG então gg A g EG. 

Das hipóteses resulta que existem elementos 
ff e F tais que 


f N a «< E f' A a ca g' 
logo 

(fhÃa) A (PA B)<XEM E 
como ff" =f Aff riF então 


EF Na<gAE 


“ portanto = 4 g £ G o que termina a demonstração 
de que G é um filtro. Além disso G é o menor filtro 
que contém F e a, como se vê sem dificuldade. 


OBSERVAÇÃO: No caso em que A contém um 
zero, para que o filtro G seja próprio é necessário 


e suficiente que o é G isto é que f A ajo para 


(1) Se A tem último elemento então F não pode ser 


todo £ « F; diz-se neste caso que a é compatível 
com F. 


4.5 -—- TEOREMA. Num reticulado A, todo filtro 
próprio é a intersecção de filtros irredutíveis (Bir- 
khoft). 

Dem. Seja F um filtro próprio e c £ F. Conside- 
remos a familia F de todos os filtros (próprios) que 
contém F sem conter e. 

Seja C = (F,) uma cadeira de filtros de F isto 
é uma familia de filtros de F tais que dados dois 
filtros de C um deles está contido no outro então 


o conjunto 
= UF, 


é um filtro próprio que contém F sem conter c. 

Acabamos de provar que todas as cadeias de F 
têm uma cota superior logo pelo teorema de Zorn 
a familia F tem pelo menos um elemento máximo EC, 
isto é existe um filtro Ce F tal que 1.0) F C €, 2.º) 
c TC e não existe nenhum filtro C' E F com estas 
duas propriedades e tal que CC C. 

Provemos que C é irredutível — Com efeito su- 
punhamos que C=F, NF, entãoCC F, CC F.. 

Se CAF e CHF, então CC TF, CE FF 
Daqui resulta por ser C um filtro máximo na familia 
F queceF eceF,eportanto ce F, NM F,=C 
o que é impossível pela definição de C. Podemos então 
afirmar que ou C=F ou C=F, e portanto C é 
irredutivel., 

Acabamos assim de provar que dado o filtro pró- 
prio F e um elemento c £ F existe um filtro irreduti- 
vel C que contém F sem conter c. Isto mostra que F 
é intersecção de filtros irredutiveis, 


4.6 — DEFINIÇÃO. Um filtro próprio P diz-se 
primo se a condição aVbeP implica que arcP ou 
be P, 


4.7 — TEOREMA, Em todo reticulado todo filtro 
primo é irredutível (G. Birkhoft e O, Frink [1948]). 


Dem. Seja P um filtro primo e suponhamos que 
existem dois filtros E, F, tais que P=F, | F,. 

Se PF, existe um elemento f, tal que (1) 
Ler Iser 
Se PF, existe um 
elemento f, tal que 
(3) f,eF, (40) £,EP 
então como (5) f,< 
<f,Vf, (6) f£,<f, Vf, 
De (1) e (5) resulta 
(1) EL Vf, er, 
De (2) e (6) resulta 
(8) f, Víf,eF, então 
(9) £Vf, eF, 0 F,=PecomoP éprimode (9) 
resulta f, e P (o que contradiz (2) ) ou f, e P (o que 


E Fa 


vazio. 


TÉCNICA 449/450 


contradiz (4) ). Podemos portanto afirmar que P=F, 
ou P=F, e Pé irredutível. 


48 — TEOREMA, Num reticulado distributivo 
todo filtro irredutível e primo (G. Birkhoft e O. Frink 
[1948]). 


Dem. Seja I um filtro irredutível e suponhamos 
que TI não é primo, então existem dois elementos a, b 
tais que 1.º) aVb Ec 1, 2.º) acl, 3.º) bel. 

Seja F o filtro gerado por Ie a; para que xeF, 
é necessário e suficiente que exista um elemento 
ie Ttal que (1) IAa<x. 

Seja F, o filtro gerado por Ie b; para que xeF, 
é necessário e suficiente que exista um elemento 
jel tal que (2) JA b<Xx. 

É claro que (3) a EF e(4) be F,. 

Por outro como IC F eIC F, então (5) 
[CF n| F,: Provemos agora que (69) F.nF, Cl. 
Para isso seja x e F. jl F, então existem i, je I 
tais que 

iAa <X IAD< x 
logo 
iAjAa<x iAIAb<x 
E claro que k=iAj el. Então 
khAa <x KAD<x 


logo (T) kAMavk sb=k AlaVb) <x 

e como kele (aVb) « I, teremos (8) K A (aVb) 
EI. De (7) e (8) resulta xe I e (6) está demonstrada. 
De (5) et (6) resulta, 


E a 


com F =IeF, £I,o que é impossível porque I É 
irredutivel, Esta contradição mostra que I é primo 
como queriamos demonstrar. 


410 —- TEOREMA, Num retiuulado distributivo 
todo filtro é intersecção de filtros primos (Stone (M.) 
[1937]). 

Dem. Consequência de 4,5 e 4.8. 


411 — TEOREMA. Se todo filtro irredutível de 
um reticulado é primo então o reticulado é distribu- 
tivo, 

Dem. Deb<bVcec<bVc 
resulta aAb<aM (bVc) ceane<asr(bVc) 

e portanto 


(1) (aAb)V(a Ac) <as(bye) 


Suponhamos que 
(II) (aAb)V (ahÃe) <an(bY e) 


Considero o filtro principal F(a MA (bVbc)) por 
(Il) e Teor 4.5 existe um filtro irredutível tal que 


(1) F(aA(bVe)) CI 
(2) (aAb)V(a A c) EI 


De (1) resulta (3) aA (bVc)€I logo (4) acl 
e (5) bvcelI, como I é irredutível então I é primo, 
e de (5) resulta que ou (5) beI ou (5º) cel. 

Suponhamos que beI então de (4) (5') resulta 
abel e como 


aNb< (aAb)V (ahAc) 


podemos afirmar que (ahAb)V (a A c)EeIo que con- 
tradiz (2). 

De modo análogo a hipótese (5”") conduz a uma 
contradição e portanto (II) não pode ser verificada 
e teremos 


(aNAb)V (a Ac) = aN(bVc) 


e o reticulado é distributivo (*). 
Recordemos ainda que 


4.12 TEOREMA. Para que num reticulado A 
todo o filtro seja intersecção de filtros primos é ne- 
cessúrio e suficiente que o reticulado seja distribu- 
tivo. 

Este resultado foi anunciado em A, Monteiro 
[1947] e demonstrado em A, Monteiro [1948]. 

Recordemos o seguinte Teorema Fundamental na 
teoria dos reticulados distributivos. 


412 — Todo reticulado distributivo A é isomorfo 
a um anel de conjuntos (Garrett Birkhoft [1933]). 


Dem. Se A tem um só elemento então A é iso- 
morfo ao anel de conjuntos A formado pelo con- 
junto vazio 4. Se A tem mais do que um elemento, 
seja E a família dos filtros primos de A. Para a £ A 
ponhamos 


s(a) = (PrE/a£P) 


É claro que s(a) é uma parte de E, 
Verifica-se imediatamente que 


(1) s(a Ab) = s(a) N s(b) 
(2) s(aVb) =s(a) U s(b) 


Seja A=(s(a); a e A). De (1) e (2) resulta 
que A é um anel de conjuntos e que s é um homo- 
morfismo de A sobre A. Para ver que s é um iso- 
morfismo basta provar que s é biunívoca. 

Sejam a, be A tais que ab isto é ou (1) 
a 4 b ou (2) b £L A. 

No caso (1) F(a) é um filtro que não contém b, 
logo pelo teorema 4,10 existe um filtro primo P que 
contém F(a) sem conter b. Como arcP e be P então 


(*) K. ISEKI [1952] demonstrou este teorema supondo que A tem primeiro elemento, 
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s(a) & s(b). No caso (2) a demonstração é análoga 
e podemos afirmar que s é biunivoca (1). 


4,14 — TROREMA, Seja 4 um reticulado distri- 
butivo. Para que ac A seja irredutível (primo) é ne- 
cessúrio e suficiente que o filtro principal F(a) seja 
respectivamente irredutível (primo) (G. Birkhoft — 
[1940]). 

Tendo em conta este resultado vê-se que os teo- 
remas 3.2, 3.5 são casos particulares dos teoremas 
4,13 e 4 dl. 

À noção de ideal é dual da noção de filtro e a 
sua definição é a seguinte 


3.8 — DEFINIÇÃO, Uma parte 1 de um reticula- 
do A diz-se um ideal de A seI) Ig; 1,) Sia e T 
eb<aentãobel;I)Sia,beTentãoavbel. 
A todas as definições que indicamos para os filtros 
(primos, irredutiveis), correspondem definições duais 
para os ideais e a cada propriedade válida para os 
filtros corresponde uma propriedade dual válida para 
os ideais, que nos abstemos de enunciar. 

Recordemos solamente que 


3.9 — TEOREMA. Para que um filtro P de um 
reticulado A seja um filtro primo é necessário e sufi- 
ciente que o seu complemento C€C P=A-P=I seja um 
ideal, cuja demonstração é imediata. 


5 — ALGEBRAS DE MORGAN 


Vamos agora introduzir noções necessárias para 
o estudo dos conjuntos graduados sob o ponto de 
vista da Algebra, 


5.1 — DEFINIÇÃO, Um sistema (A, A, V, =) 
formado por um conjunto não vazio A, duas opera- 
ções binárias A, V e uma operação unária — defi- 
nidos sobre A, diz-se um reticulado de Morgan se são 
verificadas as seguintes condições: 


1.º) (4, A, V) é um reticulado distributivo; 
2.º) Operador — (chamado de negação) verifica 
as duas igualdmules 


M,) = = H= = 


M) = (XAYW) = =xV=y 


Esta noção foi considerada pela primeira vez por 
GR. C. MOISIL (1935) (pág. 91). O estudo desta 
noção foi iniciado por J. Kalman [1958] (2), que obte- 
ve resultados muito importantes. 

Notemos que de M)) e M,) resulta 
-(-]XA-yW)==-=xV-==y=xyy 
» portanto 

Mo) (ey 7) = x A sy 

Em particular xVy =D+= (=x Ay). 


(1) Ver também Iseki [1950]. 
(2) Sob o nome de «distributivo i — latlices. 
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A terminologia Reticuludo de Morgan foi introdu- 
zida em A. Monteiro [1960] e é hoje geralmente adop- 
tada. 


5.2 — DEFINIÇÃO. Um reticulado de Morgan A 
diz-se uma algebra de Morgan se A contém um últi- 
mo elemento 1 (isto éx V 1 = 1). 

Ponhamos — 1=0. De xV1i=1 
resulta — x 4 — 1=-i, isto é 
=x AM O=gOousubstituindoxpor-=-x;x A 0=0 
e portanto o é primeiro elemento de A. 

Um exemplo importante de álgebra de Morgan 
é o reticulado distributivo cujo diagrama estã indi- 

cado na Fig. 5.1. Ag tá- 
1 buas das operações V, A 
e — são as seguintes: 


AN O a b 1 

E Db olo ooõo 

a O a ) 1 

0 b O É) b 1 

Algebra M 4 1 O a, b 1 

Fig. 5.1 
VI]O a bata XxX | = x 

o O & db 1 b|| à 
a a a 1 di a a 
b b 12 b 1 b|| b 
O = 1/0 


O leitor pode verificar que se trata de uma álge- 
bra de Morgan. 

As álgebras de Morgan foram estudadas por 
A, Bialjnicki Birula-H. Rasiowa [1957] e por A. 
Bialjnicki-Birula [1957], sob o nome de álgebras qua- 
se booleanas. 

Os primeiros autores indicavam a seguinte cons- 
trução para obter dlgebras de Morgan. Seja dado 
um conjunto não vacio E e uma involução de E so- 
bre E, isto é uma aplicação y de E sobre E tal que 
tal que p py (x) =x para todo xe E. 

Para toda parte X C E ponhamos 


(8) = E =C4 00) 


então a família A = 2F de todas as partes de E age- 
brizada pelas operações de intersecção ( f ), reunião 
(U) e (=) é uma álgebra de Morgan o que se veri- 
fica sem dificuldades, 

Toda sub-álgebra da álgebra de Morgan A que 
acabamos de indicar diz-se uma álgebra de Morgan 
de conjuntos 

Consideremos um conjunto com dois pontos 
E = (a, b) e seja y definido por q(a) =, p(b) = a. 
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Então 2º = (;, (a), (b), (a, b) ). O diagrama destes 
conjuntos, ordenados pela relação de inclusão, está 
indicado na figura. A 

negação estã definida 

(2,6) =E de acordo com (*) por 


-s=>E -E=ga 
- (a) — (a), 
(3) do si 


da é uma álgebra de 
Morgan (que é de res- 


to isomorfa à álgebra 
M4. 


Fig. 5.8 


Indiquemos o importante 


5.3 — TEOREMA, Toda álgebra de Morgan A é 
isomorfa a uma álgebra de Morgan de conjuntos 
(Bialjnicki-Birula e H. Rasiowa [1957]. 

Indiquemos a técnica usada por estes autores 
para demonstrar este teorema, Se A tem um só ele- 
mento então A é isomorfa ao conjunto vazio 4. Basta 
definir — pela igualdade — & = 4 para ver que o 
teorema é verdadeiro neste caso, Se À tem mais do 
que um elemento seja E a família de todos os filtros 
primos P de A, Consideremos a seguinte transforma- 
cão de EBirula-Rasiowa 


PDA -=«PEG-P 


donde — P é o conjunto de todos os elementos da for- 
ma — p, para pe P. Prova-se que q (P) é um filtro 
primo isto é , (P)eE e ademais qy(P) =P. Está 
assim definida uma involução sobre E. Para X (— E, 


define-se a negação de Morgan. -X = Co (P) 


e então A = 28 algebrizada pelas operações Rs) 
- é uma álgebra de Morgan, e os autores provam 
que A é isomorfa a uma sub-álgebra de A. Ver 
também H. Rasiowa [1974]. Recordemos também que 


54 --TEOREMA. Toda álgebra de Morgan A 
com mais de um elemento é isomorfa a uma sub- 
-úlgebra de um produto cartesiano de álgebras M4 
(Bialjnicki-Birula [1957]). 

Ver também H. Rasiowa [1974] pág. 471. Um 
resultado análogo foi demonstrado por J. Kalman 
[1958] para os reticulados de Morgan. 

Sejam Ko Xo X,-- Variáveis individuais que 
podem tomar valores sobre uma álgebra de Mor- 
gan. Daremos o nome de forma polinominal das va- 
riáveis X,, X,,...X, à toda a expressão que pode ser 
obtida usando as variáveis dadas x, 2, O8 Bim- 
bolos A, W, e (parêntesis esquerdo e direito) (e); 
de acordo com as seguintes regras: 


1.0) As variáveis x,, 


vos X São formas polino- 
miais. 


2º) Se p e q são formas polinais estão (p A q), 
(oVg) e-—-p são formas polinominais. 

Representaremos as formas polinomiais de n va- 
riáveis pelos simbolos p(x,,...,X.), q(X, ... X,) etc. 
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São exemplos de formas polinomiais de n variá- 
veis: (x, AX); (=x V(=x, A x,)), etc. 

Dada uma álgebra de Morgan A e uma forma 
polinomial p(x,,..., x ) se substituirmos X,, X,, ..., X, 
por elementos a,, a,,..., & de A obteremos um ele- 
mento de A que representaremos por 


DP, (Ape A)JEA 


Nestas condições cada forma polinomial p dá 
origem a uma aplicação p, de An= AX AX... XA 
em A, que chamaremos uma função polinomial p, 
(x, .--X,). Duas funções polinomiales p, (X,, ... X,) 
dy (X, --.,X) dizem-se idênticas em A se 
) 


PA (a, ..+, a) —— ds (a,, up 


El 
para todas as escolhas de (a,,..., a ) em À, Escreve- 
remos então mais simplesmente Pp, = qu. 

Duas formas polinomiales dizem-se idênticas se 
para toda dlgebra de Morgan A for ps = q, e então 
escreveremos simplesmente p = q. 


5.5 — DEFINIÇÃO. Uma digebra de Morgan K 
diz-se característica se as duas condições seguintes 
forem equivalentes. 


1.º) f e g são idênticas, isto é f=E. 

2.º) E = E 

O autor mencionado anteriormente demonstrou o 
seguinte: 


5.6 — TEOREMA. K4 é uma álgebra caracteris- 
tica para as álgebras de Morgan. 


Vejamos que as fórmulas polinominales f(x,, 
x)=x, A-x e g(x,x,)=x A =x A(X,V=X,) 
não são idênticas. Com efeito em M4 tem-se 


fila b)=aA -a=a 

gula b)=(aA-a) A(by=-b)=asb=0 
e portanto f (x x,) £&,, (x, X,) logo f e g não são 
idênticas isto é: f+e. 

Isto significa que a igualdade 


X, NX =X, A =x, AN (x, V—x,) 


não pode ser demonstrada a partir dos axiomas de 
uma álgebra de Morgan. Existe portanto um proce- 
dimento mecânico para averiguar se duas formas 
polinomiais são ou não idênticas. 

Podemos dizer que uma forma polinomial p(x,,..., 
x,) é uma tese se p (X,X, X...x ) =1 para todo 
XX, «vX EK, É fácil de ver que não há nenhuma 
forma polinomial que seja uma tese. Com efeito se 
dermos às variáveis x,,...,X o valor a K então 


Pala va) = à 


visto que a é invariante para as operações A, VW, — 
já que ahXa=za aVaza —aca, 
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É interessante notar que num reticulado de Mor- 
gan podemos defenir o operador de Sheffer 


X/yY=-X A —y 


Monteiro (L.) e Pico (D.) [1963] mostraram que 
as operações V, A e — podem ser obtidas a partir 
do operador de Shneffer por meio das fórmulas 


(1) -—- a = a/a (ja A b=i(a/a)/ (b/b) 
(HI) a V b= (a/b) / (a/b) 


e caracterizaram os reticulados de Morgan por meio 
de duas igualdades onde figura somente o operador 
de Sheffer. 

Por outro lado Maronna (R.) [1964] caracterizou 
os reticulados de Morgan por meio de duas igualdades 
nas quais figuram somente os operadores V e —., 

Gastaminzza (M. L.) e Gastaminza (S.) [1968] 
caracterizaram os reticulados de Morgan, tomando 
como operadores primitivos a implicação a—> b = 
=-—aWVb ea negação -. 

Dado um reticulado distributivo finito A põe-se 
naturalmente o problema de saber se é possível de- 
finir sobre A um operador de negação — que dê a A 
uma estrutura de álgebra de Morgan, 

Como A é determinado, a menos de um izomor- 
fismo, pelo conjunto ordenado q dos elementos primos 
de A é natural tratar de resolver este problema estu- 
dando q. 

A este respeito demonstrâmos o seguinte resul- 
tado. 


5.7 — TEOREMA. Se A é um reticulado distribu- 
tivo finito e (7, <) o conjunto ordenado de todos os 
elementos primos de A, para que sobre A se possa 
definir uma estrutura de álgebra de Morgan é neces- 
sário e suficiente que exista uma involucão | de q 
sobre «x, isto é um anti-isomorofismo de q sobre q de 
período 2. Diremos que o par (57,4) é o sistema de- 
terminante da álgebra de Morgan buscada. A partir 
do y determina-se a negação de Morgan — por meio 
da fórmula válida para todo xe A 


= x =VIp; (Pp) Lx) 


A. Monteiro [1960] [1963]. 


A demonstração deste teorema não foi ainda 
publicada, mas foi exposta num curso dado na Uni- 
versidade Nacional do Sur (Bahia Blanca — Argen- 
tina) no 1.º semestre de 1962 (*). 

Consideremos o reticulado distributivo A que 
tem o diagrama indicado na figura sseguinte, onde 
estão marcados em negro os elementos primos de A; 
ta, b, 1). Representamos áparte o diagrama de q 
e o seu dual q*. 


[à] 
Reticulado A 


a b 


a b 1 
Is T 


E) 


Como q e q* não são isomorfos então não existe 
nenhuma involução de q sobre ,. Logo sobre A não 
pode definir-se uma estrutura de Algebra de Morgan. 

Consideremos agora o reticulado distributivo 
com 9 elementos indicado no diagrama seguinte onde 


Reticulado À 


p | y(b)| q(b) 


A 
! 
[é 
l 
Fal 


as 
o DR = 
pita Go 


a oãocpoo 
SpPoRoomm ht] 
o TPoÃãomMmmH 


estão marcados em negro os elementos primos de A, 
O diagrama de q está indicado na figura seguinte. 


(*) A licenciada Isabel Loureiro, da Faculdade de Ciências de Lisboa, posui fotocópia das notas de curso, com a 


demonstração respectiva. 
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Neste caso existem duas involuções de q so- 
bre q, y e q dadas nas tábuas anexas. Isto significa 
que é possível definir sobre A duas negações de 
d é Morgan — e — dadas pelas tá- 

buas seguintes de acordo com o 
teorema anterior, 
Involução | — Para obter —a 
tenho que determinar o conjunto 
de todos os elementos primos p 
a b tais que v(p) L a; os primos em 
questão são a, b, e, logo 
Diagrama de 7 
-2=aVbVe=E 


De modo análogo se calculam as negações dos outros 
elementos. 

Involução y — Para obter =a determino o con- 
junto de todos os elementos primos p tais que 
v(p) É a, que é: (a, b, d) logo =» a=a v b v d=f. 
De modo análogo se procede com os outros elemen- 
tos. 

Sobre o reticulado dado A existem então duas 
e só duas estruturas de álgebra de Morgan. Esta 
construção é importante para encontrar exemplos de 
Álgebras de Morgan finitas, 

Está pendente a resolução do seguinte proble- 
ma: 


Dado um conjunto ordenado finito ,, encontrar 
um algoritmo que permita: 1.º) averiguar se existe 
alguma involução de , e no caso afirmativo. 2.º) 
Determinar todas as involuções de q. 


Antônio Diego encontrou um conjunto ordenado 
com 24 elementos, que admite um anti-isomorfismo 
de q sobre q, mas para o qual não existe nenhuma 
involução de «= (resultado não publicado). 


6 — AS ÁALGEBRAS DE KLEENE 


As noções algébricas estudadas no parágrafo 
anterior são insuficientes para o estudo dos conjun- 
tos graduados de Zadeh. Durante bastante tempo 
este e outros autores só puseram em evidência as 
regras de cálculo que valem numa álgebra de Mor- 
gan. 

Recordemos que Kleene (St.) considerou em 
[1938] (*) um cálculo proposicional, com três co- 
nectivos A, V, —, que tem por matriz característica 
um conjunto com 3 valores de verdade: o (falso), 14 
(indecidível), 1 (verdadeiro), definidos pelas tábuas 
seguintes: 


A |O mm 1 N O Ww d x | ox 

o |j0o 0 0 Oo |0 14 1 O 1 

la O 3a dg lo Io lo 1 1 la 
O % 1 . d 4 1 0 


(*) Ver também [1952]. 
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Observamos que o correctivo V pode ser definido 
por meio de A e — já que 


aVvb=-(-=a A —b) 


Como se verifica de imediato usando as tábuas 
anteriores. Basta portanto conhecer A e —. 


Kleene indicava também tábuas para outros co- 
nectivos — (implicação) e e-— (equivalência), mas 
não é necessário indicar essas tábuas visto que elas 
podem ser obtidas por meio das seguintes defini- 
ções 


a>-b=-=avb 


acob=t(as>b) A (b>a) 


A este cálculo daremos o nome de cáleulo pro- 
posicional trivalente de Kleene (em notação K 3). 

A matriz que acabamos de indicar será repre- 
sentada pela notação M,. Consideremos o conjunto 
M. = (0, 14, 1) ordenado pela relação <, então como 
e trata de um conjunto totalmente ordenado, pode- 
mos afirmar que M, é um reticulado distributivo 
onde 


| 


a ab min (a, b) 
aV b=max (a, b) 


Assim se obtiveram as tábuas anteriormente in- 
dicadas para A e MV. 

Também se verifica que valem as regras de cál- 
culo —- (xay)==xV-ye- -=x=x e portanto 
o Sistema (M., A, V, —) é um reticulado de Morgan, 
mas trata-se de um reticulado de Morgan muito par- 
ticular, já que se verifica a igualdade de J. Kalman 


(K) XA=X=Z2XA=-XKA (VV=y) 


que não é válida em todas as álgebras de Morgan; 
e que pode escrever-se mais simplesmente 


(K) XA=E<SYV—y 


para todo x e todo y. Esta situação conduz-nos à 
seguinte definição que se deve a J. Kalman [1958]. 


6.1 — DEFINIÇÃO. A um reticulado de Morgan 
(A, A, V, mm ) tal que 


(K) XASKSZKEKASXA(YV = Y) 


daremos o nome de reticulado de Hleene. Se num 
reticulado de Kleene é dado um elemento 1: A tal 
que xVl =1 diremosqueo sistema (A, A, V, = 1) 
é uma úlgebra de Kleene e que 1 é o elemento de- 
signado. 

Pela fórmula xV1=1 vê-se que 1 é o último 
elemento do reticulado distributivo A. Pode acontecer 
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que um reticulado de Kleene contenha um último ele- 
mento 1. Dar um elemento 1 de A é no fundo dar um 
operador de zero variáveis, ao qual se dá muitas ve- 
zes o nome de elemento designado. Nesta situação é 
preciso distinguir cuidadosamente entre os dois siste- 
mas (A, V, A, -) e (A, A, V, =, 1). Isto tem muita 
importância na definição de sub-álgebra. Uma sub-ál- 
gebra de (M,, A, V,—) e toda parte S não vazia de 
M, fechada para as operações A, V,—. Assim S = 
= (1) é uma sub-álgebra de (M,, A, V, =) e não é 
uma sub-álgebra do sistema (M,, A, V,=, 1), visto 
que toda sub-álgebra deste sistema deve conter o 
elemento 1 (e portanto o elemento O = -.1, portan- 
to S = (14) não é uma sub-álgebra deste segundo 
sistema. 

Estas noções foram introduzidas por J. Kalman, 
na sua tese de doutoramento na Universidade de Har- 
vard em 1955, mas os importantes resultados obtidos 
por este matemático de Nova Zelândia, só foram pu- 
blicados em [1958], onde deu à noção de reticulado 
de Kleene o nome de «normal i — lattice». Devemos 
então distinguir o reticulado de Kleene M, da álgebra 
de Kleene M, (na qual se dá o elemento designado 1). 
Muitas vezes falaremos da Algebra M,, sem fazer 
distinções que estarão implícitas no contexto. 

Comecemos por indicar alguns exemplos; 


EXEMPLO 1 


Seja A = (0,1) o conjunto de todos os números 
reais x tais que 0<x< 1 onde por definição 


(1) xAay=min(x,y) 
(2) xVy = max(x,y) 
(3) -x=1-x 


então o sistema <A, A V, —> é um reticulado de 
Kleene. Verifica-se de imediato que se trata de um 
reticulado de Morgan e como 


XA-=xX< lg <yV=-y 


A igualdade (K) é verificada e estamos em pre- 
sença de um reticulado de Kleene. (A, A, V,—), que 
não tem último elemento. 


EXEMPLO 2 


Seja R o conjunto dos números reais, Definamos 
as operações A e V pelas fórmulas (1) e (2), e po- 
nhamos —X=—X 

Então o sistema (R, V, A, =) é um reticulado 
de Kleene (já que xs -x<0<yV-y) que não 
tem último elemento, 


EXEMPLO 3 
Seja A = [0,1], onde as operações A, V, — estão 


definidas por (1), (2), (3) então o sistema (A, A, 
V, —, 1) é uma álgebra de Kleene, 


24 


EXEMPLO 4 


Seja A = (0,1,..., n). Definamos as operações 
A e V pelas fórmulas (1) e (2) e ponhamos por de- 
finição para x e A:- x=n-x; então o sistema 
(A, A, V, =) é um reticulado de Kleene e o sistema 
(A, A, V, —, n) é uma álgebra de Kleene, 


EXEMPLO 5 


Seja p um número primo e A=(pº'=1, p'!, 


P?,... Pº). 
Ponham por definição para 


x=p y=pº(ondeo<a<mo<p<n) 


A 
Xxay =p P ondea à p =min (a 8) 


XVy = aid onde q V A = max (a, 8) 

e = %=Pp então o sistema (A, A, V, =, p?) 
é uma álgebra de Kleene, 
Observe-se que x AY é o máximo comum divisor 
de x ey e que xVy é o menor múltiplo comum de 
pa pa | 
=-—, Então o ais- 
pa x 
tema < A, AV, =, pr> é uma álgebra de Kleene 
que é de resto isomorfa ao exemplo 4. 

Observe-se que neste reticulado a relação de 
ordem < (x =x AY) coincide com a relação de divi- 
sibilidade (x divide y) e que A tem por último ele- 
mento pr e por primeiro elemento pº = 1. Indique- 
mos o diagrama de A sobre a figura 6.1. Na figura 


x e w, além disso —X = 


p” n 
pro no 
| 
[] | 
] |] 
p? 2 
q 
p! 1 
1=pº 0 
Fig. 6.1 Fig. 6.2 


6.2 está indicado o diagrama do exemplo 4. Vê-se 
imediatamente que estas duas álgebras de Kleene 
são isomorfas., Note-se que na figura 6.1 = pº = 
E As pr, = p=prl, = p= pr, etc. e que na 
figura 6.2 


--(=hn, -1=n-1, -2=n-2, etc. 
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EXEMPLO 6 


Seja n um número natural cuja decomposição 
em factores primos é 


mi cal nz nk 
nn = P, Ps sird P,. 


e seja A o conjunto de todos os divisores x de Dn, 


isto 06 =D Do su po 
LD Dra; ME 

Se x, y e À escrevemos x A Y para indicar o 
máximo comum divisor de x ey e xVy para indi- 
car o mínimo comum múltiplo de x e y. Se x é da 


com 0o<x, <n, para 


mc in NL YR vk 
forma indicada e y =P, Pp, ... Pp, ese 


x, Ay, = min (x, Y,) 


x, Vy, = max (X, Y,) 
então 


STAR 


— FaÃNe x AF, 
X AY =P, ud F k 


4 Wy xa V y = My 
XV Y= Po Eaiiéada P, 


são respectivamente om. c. d. dex ev eceom.m. c. 
de x e y. 

Então o sistema (A, MA, V) é um reticulado dis- 
tributivo que tem por último elemento n e por pri- 
meiro elemento 1 = pº pº,...pº,. Ponhamos 1 = un. 
Definamos a operação de negação pela fórmula 


= Mo = 


(onde x e A) então o sistema (A, A, 


x 
V, —, 1) é uma dlgebra de Kleene e (= 1) é o in- 
teiro 1. 


Veja I. M. Yaglóm [1977] onde se encontra esto 
exemplo pág. 50, (exercício 6), pág. 30 (exemplo 4). 

Este autor põe em evidência neste exemplo as 
reglas de cálculo que servem para definir uma ál- 
gebra de Morgan, mas não assinala a igualdade de 
Kalman (K). 

Seja E dado um conjunto dado, não vazio, e A 
uma álgebra de Kleene arbitrária então o conjunto 


P=Af 


de todas as aplicações de E em A algebrizadas ponto 
por ponto é uma álgebra de Kleene. [P,A,V =, N(1). 


Se tomarmos A=-[0, 1] como no exemplo 3, 
então P é a familia Z dos conjuntos graduados de 
Zadch, que é portanto uma dlgebra de Hleene. 


Consideremos o exemplo particular dos divisores 


(1) 1 representa a aplicação identicamente igual a 1. 
(2) Isto é f(x) e R, para todo x e E. 
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de 12, ordenados pela 
relação divide. O seu 
diagrama está indicado 
na fig. 6.3. A negação de 
acordo com o exemplo 6 


Fig. 6.8 


O conjunto (1, 2, 6, 12) ordenado pela relação 


12 
divide, cujo diagrama está indicado na 
: fig. 64 é uma sub-álgebra da álgebra 
2 de Kleene da fig, 6.3, que tem por pri- 
meiro elemento 1 e por último elemento 12. 
1 
Fig. 6.4 
EXEMPLO 7 


Seja E um espacio topológico e C (E) o con- 
junto de todas as funções numéricas (2) contínuas 
em todos os pontos de E. Dadas duas funções f, E 
e C(E), consideremos as funções (Continuas sobre 
E) a=fag, b=fVg definidas pelas fórmulas 


a(x) = min (f (x), g(x) ) 
b(x) = max (f(x), g(x) ) 


Seja — f a função continua definida pela igual- 
dade 


(— £) (x) = — £ (x) 


então o sistema (C (E), A, V, —) é um reticulado 
de Kleene, que não tem último elemento, 

Põe-se naturalmente, como no caso das Alge- 
bras de Morgan, o problema de saber quais as iden- 
tidades válidas em todas as álgebras de Kleene, Este 
problema foi resolvido por J. Kalman (1958), que 
demonstrou o seguinte resultado. 

6.2 — TEOREMA, Toda a álgebra (reticulado ) 
de Hleene, com mais de um elemento é isomorfa 
(isomorfo) a uma sub-úlgebra de um produto car- 
tesiano de álgebras (reticulados) M, (J. Kalman 
[1958] de donde resulta que: 
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6.3 — TEOREMA. A álgebra (reticulado) M, é 
uma dlgebra característica para as dlgebras (reti- 
culados) de HKleene. (J, Kalman [1958]). 

Isto significa que duas formas polinomiales de 
n variáveis p(X, .., X ) € q (X, «. X) são idên- 
ticas em todas as álgebras de Kleene si e solamente 
se elas forem idênticas em M, isto é se 


Pu, (Xp co E) = Qua (Mo cs Hj) 
Observando que M, é a matriz utilizada por Kleene 
[1938] para definir o cálculo proporcional K,, ver 
mos pelo Teorema 6.3 de Kalman, que as identidades 
que podem deduzir-se dos axiomas que caracterizam 
a noção de (reticulado) ou de álgebra de Kleene 
coincidem com as identidades que valem em M,. Isto 
mostra que o conjunto das identidades que valem em 
M.,. pode ser caracterizada por um conjunto finito 
de axiomas, dado= por igualdades, a partir das quais 
se deduzem todas as outras utilizando as regras da 
lógica. Para expressar esta situação diz-se que a 
Matriz M, introduzida por Kleene é finitamente axio- 
matizável. 

Observemos que a álgebra de Kleene dos con- 
juntos graduados de Zadeh é uma álgebra de Kleene 
particular. Pode então por-se o problema de saber 
se não haverá alguma identidade válida em toda a 
álgebra de Kleene da forma 


Z = [01]* 


onde E é um conjunto não vazio e que não seja vá- 
lida em todas as álgebras de Kleene: 

E claro que toda a identidade válida na álgebra 
de Kleene [0,1] é válida em £, visto que Z é um 
produto cartesiano de álgebras [0,1] e reciproca- 
mente. 

Trata-se então de saber se há alguma identi- 
dade válida em [01] e que não sseja válida em 
todas as álgebras de Kleene, 

Notemos que o conjunto (0, la, 1) é uma sub- 
-álgebra de [0,1] visto que o conjunto (0, l4, 1) é 
fechado para as operações A, V, — e contêm o ele- 
mento 1. Vê-se em seguida que esta sub-álgebra de 
[0,1] é isomorfa a M,. 

Portanto toda a identidade válida em [0,1] é 
válida em M, e então, em virtude do teorema de 
Kalman é válida em todas as álgebras de Kleene e 


em particular em Z= [0,1] 
Podemos portanto afirmar que 


6.4 — TEOREMA M, é uma álgebra caracteris- 
tica para a classe das álgebras de Kleene da for- 


ma Z = [0,1]" onde E é um conjunto não vazio. 
Existe um problema análogo para o conjunto R 

dos números reais, sobre o qual se definem as ope- 

rações A, V, —, da maneira indicada no exemplo 2; 
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temos então o reticulado de Kleene (KR, V, A, =). 
Dadas duas formas polinoniales pí(X,.., X) e 
Q(X co X,). Sabemos que se 


DD Ds Ce) = br Ee) 
então Pa (x, Sana x.) = Up (x, ee X.) 


visto que sendo R um reticulado de Kleene ele é 
isomorfo a um sub-álgebra de um produto de reti- 
culados de Kleene M.. Então se (1) vale então M, 
vale em qualquer produto cartesiano de reticulados 
M, e também em qualquer sub-reticulado de Kleene 
desse produto e portanto em KR. 

Pode perguntar-ze se não haverá alguma iden- 
tidade f=g válida em R e que não seja válida em 
todos os reticulados de Kleene. 

Observemos que o conjunto T=/—1,0, 1!) é uma 
sub-álgebra do reticula- 
do de Kleene (KR, V, A, 
-—), cujo diagrama está 
marcado na fig. 6.5, ao 

0 4a lado do diagrama de M, 

(fig. 6.6). É claro que 

como reticulados M, e T 

são isomorfos. Observe- 

=1 O -se que em T: = 1=-1, 

Fig. 6.5 Fig. 6.6 — 0=0, —(—-1)=1 e 
em M, 


1 01 


logo a transformação q de T sobre M, definida por 
q(—1) = 0, q(0) = %, (1) = 1 é um isomorfismo 
de T sobre M,. Portanto se vale a igualdade f, — £,, 
ela vale também no sub-reticulado de Kleene T de R 
e vale portanto em M, isto fu, = Eu, Logo as iden- 
tidades que valem em R são as que valem em todos 
oz reticulados de Kleene. 
Dum modo mais geral: 


6.5 —- TROREMA. Se uma digebra (reticulado) 
de Hleene A contém uma sub-álgebra (sub-reticula- 
dy de Kleene) isomorfa a M,, então para que uma 
igualdade seja vilida em A (p, =q,) é necessário 
e suficiente que ela seja válida em M, e será então 
válida em todas as dlgebras (reticulados) de Kleene., 
(J, Kalman). 

Existe uma classe particular de álgebras de 
Kleene, que são as que verificam a igualdade 


CD EA me K=O 
do donde resulta 
(2) XxV e x=1 


São as chamadas dálgebras de Boole entre as 
quais figura a álgebra de Boole com dois elementos 
M, = (0,1) definida pelas tábuas 
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As igualdades (1) e (2) são verificadas em M, 
mas não são verificadas em M, visto que 14 A — 4 = 
=>4 AM4=D6HO0 V-lg=%VhH=—l ai. 

Observe-se que M, é uma sub-álgebra de M, e 
M, e que M, é isomorfa a uma sub-álgebra de M,. 

Os resultados mais importantes sobre as álge- 
bras de Boole foram obtidos por M. H. Stone. [1934], 
[1935], [1936], [1937] entre os quais destacamos 08 
seguintes: 


6.5 — TEOREMA. Toda álgebra de Boole, com 
mais de um elemento, é isomorfa a uma sub-álgebra 
de um produto cartesiano de álgebras M,. 


6.6— TEOREMA. M, é uma álgebra caracteris- 
tica para as álgebras de Boole; o mesmo acontece 
com toda álgebra de Boole com mais de um ele- 
mento. 

Para as álgebras de Kleene pode demonstrar-se 
que 


6.7 — TEOREMA, Toda álgebra de HKleene A, 
com mais de um elemento, que não seja uma álgebra 
de Boole, é uma álgebra característica para a classe 
das dálgebras de Kleene (J. Kalman). 

E claro que a álgebra característica M, para a 
classe das álgebras Kleene é a menor de todas, por- 
que uma álgebra de Kleene com dois elementos é a 
álgebra de Boole M,, que não é característica para 
a classe das álgebras de Kleene. 

O seguinte teorema permite averiguar se sobre 
um reticulado distributivo finito A dado, pode defi- 
nir-se uma estrutura de álgebra de Kleene, 

TEOREMA. Para que num reticulado distribu- 
tivo finito A seja possível definir uma estrutura de 
Algebra de Kleene é necessário e suficiente que so- 
bre o conjunto ordenado (7, <) de todos os elemen- 
tos primos de A exista uma involução | de q sobre q 
que verifique a condição. 


(1) Ver também A. Rose [1950]. 
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(K) Para todo pe w ou y(p) <p ou p< yíp). 
A. Monteiro [1960], [1963]. 

Consideremos o reticulado distributivo A, indi- 
cado na figura 6.7, onde os elementos primos estão 
marcados em negro, os diagramas de q e o do seu 
dual ,* estão também indicados. O único isomorfis- 
mo ydeasobrez*éy(c)=b, y(b)=cyla) =d, 
y(d) =a e como y tem período 2; pode definir-se 
sobre A uma única estrutura de Algebra de Morgan; 
mas sobre A não pode definir-se uma estrutura de 
álgebra de Kleene porque 4 (a) = d é incomparável 
com a. 


7— OS CONIUNTOS VAGOS DE GENTILHOMME 


Indiquemos em primeiro lugar uma construção in- 
dicada por Gr. C. Moisil [1940] pág. 450, [1941](1), 
[1972] pág. 214). 


Seja B uma álgebra de Boole e consideremos o 
conjunto A de todos os pares x = (x,,X,) de elemen- 
tos de B tais que x, <X,. 


Definamos as operações A, V, — sobre A da 
seguinte maneira, onde x — (X, X,) E A, y = (3, 3) 
E À 


XAY=(X,AY,p X, AY) 
XxVy=(x,Vyp XVy,) 


=x =(—x —x,); 1 = (1,1) 


onde —b é o complemento booleano de b £ B. Então 
Moisil provou que 


Ti— O SISTEMA (A, A, V, 1) é uma álgebra 
de Morgan; o que é fácil de verificar. 


Podemos mesmo afirmar que 


72-00 SISTEMA (A, A, V, 1) é uma álgebra 
de Kleene. 

O objectivo de Moisil era construir um modelo 
algébrico do cálculo proposicional trivalente de Lu- 


d b pa 
a b d c 
Diagrama de 7 Diagrama de 1 * 
Fig. 6.7 
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sicwicz e por isso definia sobre A uma outra ope- 
ração « dada pela fórmula 


pX= u(X, *,) = (X, Xo) 


que vamos deixar de lado, 

A demonstração de 7.1 e 7.2 obtém-se por cál- 
culos elementares. 

F. Gentillome na sua tese de doutoramento [1967] 
c em [1968], tendo em vista aplicações à linguística, 
considera uma construção análoga. Seja dado um con- 


junto fixo E e seja B = 2E o conjunto de todas as 
partes de E que é uma álgebra de Boole particular. 

Então este autor dá o nome de Conjunto vago de E 
a um par X = (X, X,) de sub-conjuntos de E tais que 


Fig. 7 


XxX, O X, e chama X, a zona de extensão máxima 
eX, a zona de extensão minima do conjunto vago X, 
Ao conjunto X, -X =X, MN CX, dá o nome de 
zona vaga de X, 

Este autor algebriza a família V de todos os 
conjuntos vagos, como o fez Moisil em 1940, assi- 
nalando que valem as regras de cálculo que usámos 
para definir uma álgebra de Morgan. Observemos 
que os pares 


são o primeiro e último elemento da Algebra de 
Morgan <Y, 7. UU = 1>. As operações n U 
(intersecção e união) correspondem às operações A 
e V indicadas no caso mais geral considerado por 
Moisil. Entretanto Gentillome e Moisil, não assina- 
lam que o sistema obtido é uma álgebra de Kleene. 

Seja X = (X, X,) um conjunto vago do uni- 
verso E. Escreveremos peX (onde X C E) para in- 
dicar que «o ponto p pertence ao conjunto X>». Usa- 
remos a notação p E X para indicar que «o ponto p 


a 


vagos em [1972-5). 


pertence ao conjunto vago X = (X, X,)». Vamos 
usar a lógica trivalente de Kleene onde há três va- 
lores lógicos 0, 15,1. Usaremos a notação v (p E £) 
para indicar o valor lógico do enunciado «p E AX». 

De acordo com Moisil [1941](*) poremos por 
definição 


IsepeX, 
(1) v(p ex) = Ww sSepe X,-X, 
O sep : X 


2 


Sabemos que se X=(X, X)eF=(T, Y,) 
são dois conjuntos vagos de E, a sua intersecção está 
definida por 


XNY=(RNY, ANT) 
então pela definição anterior 
IsepeX, N ds 


lo sepeX, nm %— (An Ly) 
OsipexX,nY, 


x (peX([]Y) 


Dum modo geral dado um conjunto vago X re- 
presentemos por V(X) o conjunto dos pontos p £ E 
tais que ví(pe X) =1, por T(X) o conjunto dos 
pontos p c E tais que v(p e X)-l e F(X) o con- 
junto dos pontos p e E tais que víp 6; X) = 0. 

É claro que pela fórmula (1) temos 
(e) VIX) =X; HX) =X, —-X, F(X)=CX, 

Os conjuntos V(X), T(X), F(X) são disjuntos 
dois a dois e a sua reunião é 


V(X) U TX) U F(X) = E(2) 


A função vip 6 X) definida sobre E e tomando 
seus valores no conjunto M, = (0,)a, 1) de acordo 
com a fórmula (1) daremos o nome de função carac- 
terística do conjunto vago X, e escreveremos K(X). 

Reciprocamente seja dada uma aplicação f de 
E em M, e seja V(f) =fi (1), T(f)=fi (14), 
F(f) = f4(0), então existe um e um só conjunto 
vago X = (X, X,) que tem por função caracteris- 
tica a função dada f, com efeito: ponhamos X. =VI£) 
e X,=V(£f) U T(f) então o conjunto vago: X=(X, 
*.) tem por função característica a função dada f, 
isto é f=K(X). 

Temos assim por um lado a álgebra de Kleene 
V de todos os conjuntos vagos sobre o universo E 


e por outro lado a álgebra de Kleene F=M, de 
todas as aplicações de E em M, algebrizadas pon- 
to por ponto. 

A este respeito podemos afirmar que 


(1) Moisil introduziu esta ideia no estudo das álgebras de Lukasiewicz trivalente em [1941] e no caso dos conjuntos 


(2) Entretanto os conjuntos V(X), T(X), F(X) não formam uma tripartição de E porque alguns deles podem ser 


vazios, 
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71 TEOREMA. As álgebras de Kleene V e F 
são isomorfas. 

Para demonstrar este teorema basta provar que 
se fizermos corresponder a cada conjunto vago X 
a sua função característica K(X), definida anterior- 
mente, então 

1.º) K é uma aplicação biunivoca de V sobre F 

2º) KIA N FP) = KE(X) ARY) 

3º) K(= X) = -— K(X) 

£.º) K(lj = 1, 1I=(E, E,) 


onde é o último 


elemento de V e 1 é a função identicamente 
igual a 1 sobre E. 


Usando a regra de cálculo 


JU Y=-(= Xm=7) 


de 2.º) e 3.º) deduz-se 
5º) K (X (JY)=K(X) Vv KO) 
A demonstração faz-se mediante cálculos que 
serão considerados mais ou menos simples, segundo 
a experiência do leitor. 


Ilustremos este teorema com um exemplo sim- 
ples. Tomemos um universo E — (1, 2) com dois 


pontos. A família B = 2º de todas as partes de E 
estã indicada no diagrama da fig. 7.2. A familia V 


E=(1,2) 


(1) (2) 


g 


Fig. 7.8 


de todos os conjuntos vagos definidos sobre E está 
dada por 


O = (gd) A =(d (2) 

B = (o (1), C= (a E) 

D = ((2), (2)), E = ((1), (1)) 
F = ((2), E), G = ((1), E) 


1= (E, E) (*). A relação de ordem entre dois con- 
juntos vagos À = (K X)eY =(Y, Y,) define-se 


pelas duas condições X, €C Y,eX,C Y,. Então o 
diagrama de V estã indicado na figura 7.3. 


Para representar uma função f e K, escrevere- 
mos f = (f,, f,) onde f, = f(1), f, = f(2). 

As diversas funções características são dadas 
por K(0) = (0,0) = 0 K(4) = (0, 4)=a, K(B) = 
=b=(h, 0) K(C) =c= (4, 4), K(D)=d 
(0,1), K(E) = e = (1,0) K(F) = f= (a, 1), K(G)= 
=9=(1, %), K(l) = (1,1)=1. 

As funções caracteristicas ordenam-se ponto por 
ponto, isto é: se h=(h, h,) e j=(j, j,) então 
h<j só e somente seh <h, enh,< j, O diagrama 


(*) Observe que os conjuntos vagos O, D, E e 1 têm uma zona vaga vazia. 
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de M,” estã indicado na figura 7.4, os reticulados 
distributivos das figuras 7.3 e 7.4 são isomorfos. 

Nestes dois reticulados a operação de negação 
está dada pelas tábuas: 


a PS ER) | eo TE PE) 
O 1 O Í 
A G a g 
B F b f 
Cc C C o 
D E d e 
E D º d 
F B f b 
6 A g a 
1 Ó 1 o 


Pela simples inspecção das figuras 7.3 e T.d ve- 


rifica-se que K é um isomorfismo de V sobre K,. 
Este teorema permite afirmar que se o universo 
E tem n pontos então a familia V de todos os con- 
juntos vagos tem 31 elementos distintos. 
Recordemos que de acordo ao Teorema 6.2 toda 
álgebra de Kleene A é isomorfa a uma sub-álgebra 
da álgebra de Kleene 


Pr=H 


onde E é um conjunto convenientemente escolhido. 
Pelo teorema 7.3 sabemos que F, é isomorfa à ál- 
bra V de todos os conjuntos vagos definidos sobre 
o universo E e portanto toda álgebra de Kleene A 
é isomorfa a uma sub-úlgebra de V(1). Podemos 
portanto afirmar que a álgebra de Kleene conside- 
rada por Zadch 


% = [0,1]" 


é isomorfa a uma sub-álgebra da álgebra V de to- 
dos os conjuntos vagos definidos sobre um universo 
E* convenientemente escolhido, 


8 — ALGEBRAS LIVRES E INJECTIVAS 


A noção de álgebra livre tem uma grande impor- 
tância. Seja A uma álgebra de Morgan. Seja G uma 
parte de A, diz-se que G é um conjunto de geradores 
de A se A for a menor sub-álgebra de A que con- 
tém G. 

Diz-se que G é um conjunto de geradores livres 
de A, se dada uma álgebra de Morgan A' que tem um 
conjunto G de geradores tal que a potência de G' 


= 


é igual ou menor que a potência de G, então dada 
uma aplicação univoca f de G sobre G' existe um 
homomomorfismo h de A sobre A', que é uma ex- 
tensão de f, isto é para g e G: h(g) = fig). 

Uma álgebra de Morgan A diz-se livre se tem 
um conjunto G de geradores livres, 

As álgebras de Morgan com um conjunto G de 
geradores livres de potência dada c foram descritas 
por O. Chateaubriand e A, Monteiro [1965]. 


No caso particular em que ce é um número natu- 
ral n então a álgebra de Morgan livre com n gera- 
dores livres Lin) é finita. 

Pela própria definição Lí(n) é q maior digebra 
de Morgan com n geradores. Representemos por 
N(X) o número de elementos do conjunto X. Sabe-se 
que 


N(L(1)) = 6 N(L(2) ) = 168 


Mas não se conhece uma fórmula que dê o nú- 
mero N(L(n) ). 

Para o caso das álgebras de Kleene livres cuja 
definição é análoga tem-se 


N(L(1) ) — 6 N(L(2))=8&4 


Este último resultado foi indicado por J. Berman 
e Ph. Dwinger, num importante trabalho no qual 
dão uma descrição das álgebras de Kleene com e 
geradores livres, 

R. Cignole, num trabalho não publicado, indicou 
uma construção geométrica das álgebras de Kleene 
com e geradores livres, usando, nas suas linhas ge- 
rais, a técnica usada em O, Chateaubriand e A, Mon- 
teiro [1969]. 

No caso particular dos reticulados de Kleene 
(onde não se postula a existência de um último ele- 
mento) tem-se 


N(L(1) ) = 4; N(L(2) ) — 82(2) 


Daqui resulta em particular que dadas duas 
funções numéricas contínuas num espaço topológi- 
co E (por exemplo na recta) — veja Exemplo 7 — 
então 82 é o número máximo de funções continuas 
que podem obter-se a partir de f e g efectuando as 
operações A, V e —. Não se conhece uma fórmula 
que dê o número N(L(n)) no caso dos reticulados 
de Kleene, 


(1) Este resultado generaliza um resultado análogo obtido por Moisil [1941] para as álgebras de Lukasiewicz 


trivalentes. 


(24) Esle resultado também foi obtido usando o computador do Lab. de Fisica e Energia Nuclear pela licenciada 


Maria Manuel Costa Freitas, 
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Acontece que entre alguns dos geradores de 
uma álgebra de Morgan pode existir uma relação 
de ordem (por exemplo g < g,). 


A determinação das dlgebras de Morgan livres 
sobre um conjunto ordenado [G,<) de geradores 
foi obtida por L. Monteiro [1967], [1974]. 


Uma digebra de Morgan ! (ou de Kleene) diz-se 
injectiva se dada 1.º) uma álgebra A; 2.º) uma sub- 
“álgebra S de A; 3.º) um homomomorfismo h de 5 
em I; então existe um homorfismo H de A em I que 
é uma extensão de h, isto é: H(s) = h(s) para todo 
ses, 

As álgebras de Morgan e de Kleene injectivas 
foram determinadas por R. Cignole [1975]. 


Um problema que seria importante resolver é o 
seguinte: dada um reticulado de Morgan (ou de 
Kleene) finito A, determinar o menor número de 
elementos de A que geram A; um problema análogo 
foi resolvido para os reticulados distributivos finitos 
(A. Monteiro, [1968]). 


9 — ALGEBRAS CENTRADAS 


Daremos o nome de centro de um reticulado de 
Morgan a todo elemento c tal que = c=ce A álge- 
bra K, tem dois centros a e b. J. Makinson obser- 
vou (1) que um reticulado de Kleene A não pode ter 
mais do que um centro; com efeito si c e c' são 
centros de A então c=cA-c<ceV-c=e isto 
é c<c e do modo análogo se prova que c' < c logo 
c=— ec. Mas é claro que existem reticulados de Kleene 
que não têm nenhum centro como se vê nas figuras 
6.3 e 6.4. 


Recordemos os reticulados de Kleene conside- 
rados anteriormente no 86: o Exemplo 1 tem por 
centro ly: o Exemplo 2 tem por centro 0, etc. A ál- 
gebra de Kleene V dos conjuntos vagos sobre um 
universo E, tem por centro C= (a, E). 


Se na definição de uma álgebra (ou reticulado) 
de Kleene A se postula que existe um elemento c 
tal que —- c=c, diz-se que A é uma álgebra (reticula- 
do) de Kleene centrada(2) (centrado). Seria impor- 
tante determinar as álgebras de Kleene centradas 
com um número finito de geradores livres. 

A álgebra de Kleene centrada com um gerador 
livre tem 11 elementos cujo diagrama está indicado 
na figura 9.1. A negação de Morgan está dada por 
“0=1, -a=1, -b=h, =d=Dg, = c=0e =f>— 
= e A lei da dupla negação — —- x =x permite 
obter a negação dos restantes elementos. O gerador 
livre é f ou e. Este resultado foi obtido com cálculos 
manuais. Enquanto que a álgebra de Kleene com um 


(1) Ver L. Monteiro [1974-a). 


gerador livre indicada 
na figura 9.2 tem 6 ele- 
mentos. [A negação de 
Morgan estã dada por 
-— 0=1, -a=d, —-b=e). 

Não se conhece o 
número de elementos 
das álgebras com n ge- 
radores livres, para as 
seguistes classes de ál- 
bras: 

1.º) reticulados dis- 
tributivos; 2.º) álgebras 
de Morgan, 3.º) álge- 
bras de Kleene; 4.º) ál- 

o geodras de Kleene cen- 

Fig. 9.2 tradas, excepto nalguns 

com particulares 1.º) 

n=1, 2,3,4,6, 6 7, 2º) n=1, 2, 3; 4.º). n=1, 2; 
+) n=1. 

O reticulado de Kleene centrado com um gera- 
dor livre f tem 9 elementos. O seu diagrama obtêm- 
-se a partir da fig. 9.1 suprimindo os elementos 0 e 1. 

O reticulado de Kleene das funções numéricas 
continuas C(E) de um espaço topológico E. (Veja 
Exemplo 7, do 3 6) tem por centro a função O (iden- 
ticamente igual a 0). Então se consideramos C(E) 
como um reticulado de Kleene centrado podemos 


(2) Teremos agora um sistema (A, A, V, —, 1, c) onde são dados dois elementos fixos 1 e c de A. 
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afirmar que efectuando as operações A, V, — a par- 
tic de uma função continua dada £f e da constante 
o podem obter-se quando muito 9 funções continuas, 
mas é fácil encontrar exemplos em que esse número 
é menor que 9, Quem disponha de um computador 
pode determinar facilmente o reticulado de Kleene 
centrado com dois geradores livres, que terá mais 
que 82 elementos(1). 


10— A IMPLICAÇÃO 


Uma álgebra de Kleene pode, ser enriquecida 
com a introdução de novas operações unárias, biná- 
rias, etc. e põe-se naturalmente o estudo das novas 
álgebras assim obtidas. 

O operador de implicação a->b=-aVb de 
finido nas álgebras de Morgan e de Kleene não têm 
propriedades interessantes. Existem entretanto ou- 
tros operadores de implicação (de Lukasiewicz, in- 
tuionista, construtiva, etc.) que podem definir-se no 


segmento [0,1]; então Z = [0,1]P terá uma estru- 
tura algébrica mais complexa. Se pomos 


a>b=min(l,1-x + y)(2) 


temos um cálculo proposicional considerado pela pri- 
meira vez por J. Lukasiewicz [1930], que foi um dos 
fundadores das lógicas não clássicas. Entramos assim 
no campo dos lógicas polivalentes, que se encontra 
actualmente em pleno florescimento, em parte devido 
às suas aplicações (circuitos, programação, reconhe- 
cimento de formas etc.). Convém recordar neste mo- 
mento, que foi J. Lukasiewicz que iniciou em [1920] 
—— juntamente com Post [1921] — o estudo das ló- 
gicas polivalentes com a consideração de um cálculo 
proposicional tri-valente(:), motivado pelo seguinte 
enunciado «amanhã haverá uma batalha no mars, 
que tinha sido considerado por Aristóteles. J. Luka- 
siewicz inquiria sobre o valor lógico do referido 
enunciado: verdadeiro? falso? ou desconhecido? Me- 
ditando sobre esta questão foi levado a considerar 
um cálculo proposicional trivalente (independente- 
mente de qualquer questão prática). Trata-se de um 
acontecimento de grande importância na história da 
lógica e da matemática. 

Em 1959 as escolas russa (V. I. Shestakov) e 
romena (Gr. C. Moísil) encontraram (ver Moisil 
[1969] aplicações das lógicas polivalentes à teoria 
dos circuitos e dos autómatos (para referências bi- 
bliográficas (ver Moisil [1972], pág. 782-786). 

Para uma vista panorâmica de introdução às 
lógicas polivalentes (até 1969) ver Rescher [1969]. 
Um artigo importante sobre as relações entre as 
lógicas polivalentes e as ciências da computação 


deve-se a G. Epstein-C. Frimxder e D. Rins [1974]. 
Um livro sobre algumas lógicas não clássicas consi- 
deradas sob o ponto de vista da álgebra foi escrito 
por Helena Rasiowa [1974]. Exemplos de aplicações 
da teoria dos conjuntos graduados de Zadeh encon- 
tram-se em A, Kaufman [1975]. 

Este artigo pode ser considerado como uma in- 
trodução e um programa para o estudo das álgebras 
de Morgan e de Kleene. 
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Homenagem ao Professor Mira Fernandes 


Sobre o estabelecimento das condições fronteiras 


de natureza electrodinâmica numa superfície em movimento 


SUMÁRIO 


É demonstrado que as condições fronteiras numa 
superfície em movimento se podem obter a partir 
das condições fronteiras dos corpos em repouso utili- 
cando a Transformação de Lorentz que imobiliza 
num determinado referencial o ponto em movimento 
da referida superficie. 

Para tanto, fui necessário o prévio estabeleci- 
mento das leis de transformação das densidades de 
carga e de corrente superficiais, o que foi feito com 
generalidade. 

As condições fronteiras estabelecidas coincidem 
com as condições fronteiras obtidas a partir da 
forma integral das equações de Maxwell e utilizando 
os teoremas de Helmholtz associados a superfícies e 
contornos deformáveis no tempo. 

Na demonstração postula-se que determinados 
integrais tendem para zero o que é fisicamente acei- 
tável mas obriga a analisar com cuidado os modelos 
em causa e as leis de variações expecidáveis das 
densidades de carga e de corrente. 


1. INTRODUÇÃO 


Num dado referencial de inércia, S (r, t), à elec- 
trodinâmica macroscópica é descrita, com generali- 
dade, pelas equações de Maxwell 


iD 
VvXH=J+— (1a) 
ot 
IB 
VHXE=——— (1b) 
dt 
V.D=P (1 c) 
v.B=0 (1d) 
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M. ABREU FARO 
Universidade Técnica de Lisboa (|. S. T.) 
Centro de Electrodinâmica (I. N. |. C.) 


SUMMARY 


It is shown that the boundary conditions at a 
moving surface can be obtained from the boundary 
conditions of bodies at rest using the Lorentz Trans- 
formations which immobilizes on q certain frame the 
point moving at the surface referred to. 

This required the previous establishment of the 
transformation laws of densities of surface charge 
and current, which was generally accomplished. 
The boundary conditions established coincide with 
the boundary conditions obtained from the integral 
form of Maxwel"'s equations and using the Helmholtz 
theorems associated oith surfaces and contours 
deforming with time. 

In all of this it was necessary to postulate that 
certain integrals vanish, which is physicalhy accep- 
table but requires a careful study of the models in 
question and of the which may by expected from 
the charge and current densities. 


consistentes com a lei da conservação da carga 
eléctrica 


V.J + sá 0 (1 e) 
ê —— = e 
at 


De acordo com a teoria de Maxwell-Minkowski 
estas equações deverão ser covariantes sob uma 
transformação de Lorentz o que significa que num 
outro referencial de inércia, S' (r”,t'), assumirão a 
mesma forma de (1): 


0D' 
v'XH = J' + 


2 
at” ao 


* Comunicação à Classe de Ciências da Academia de Ciências de Lisboa, em 23 de Junho de 1977. 


2B' 
V'XE'=——— (2b) 
ot 
v.D' =p (20) 
VvA.B' =0 (2d) 
e 
"abr fe e (Ze) 
di o. 
Seja a Transformação de Lorentz: 
dr =y(ár—v át). (3a) 
Ar,=a4r, (3 Db) 
| 1 
a t A cs (3 Cc) 
em que 
y=1/V1I— (3d) 
P=vr/E (38) 


e v traduz a velocidade de S'(r',t') em relação a 
S (r,t) 

Tratando-se, como se trata, de sistemas de coor- 
denadas cartesianas ortogonais, sem rotação espacial, 
a velocidade de 8 (r, t) em relação a 5' (r t) é (—v). 

Em (3), e no que se segue, os índices «v» e «t> 
sign ficam respectivamente: segundo v e transversal 
av. 

Nesta base, as leis de transformação das gran- 


dezas figurativas nas equações de Maxwell são as 


seguintes: 
E =(BE+vVXB), > E =E, (4a) 
E =y(E+vXB), (4b) 
. — 1 ' 
B. =— O am RÁ x E), == BL =B (5a) 
B' B— E 
a e , 
MES Dr-TVvA, > DD =D. (6a) 
+ 1 
D = y(D += vX E), (6 b) 
(=(H-vXD), > H,=H (7a) 
H =y(H—v XD), (7b) 
36 


TEU, (8a) 
fmã (8b) 


1 | 
fam “Y. (8e 
p'=Y(p a Vl) ) 


Seja S(rit) o referencial do laboratório. 
Neste referencial observa-se uma superfície 


F (r,t) =F(íxyzt)=0 (9) 


sede de descontinuidades de natureza electrodinâmica. 
A normal “n" num ponto, P (r,t), é dada por 


vw 
0 ———— (10) 
INF] 


Em S(rit) a velocidade de P(r,t) segundo a nor- 
mal será então 


>> | (11) 


Associemos a P(r,t) um referencial, 8' (r', t'), 
sem rotação espacial, que deste modo passa a estar 
ligado a S(r,t) pela Transformação de Lorentz 
considerada em (3). A velocidade de S(r,t) em 
relação a S'(r,t') será, como se salientou, (—yw). 


Em S'(r',t') o ponto P (r,t) está em repouso e 
bem assim o elemento de superficie a ele associado, 

De acordo com o postulado de Minkowski as 
condições fronteiras são aquelas que resultam das 
equações de Maxwell para uma superfície em repouso. 
Relações bem conhecidas e que são: 


n'x E E a (12 a) 

n'X (E — E) =0 (12) 

TRI —D) = pf, (12 €) 

n.(B-—B, =0 (12d) 
dp", 


VM, — Pv. Se + = () (12 e) 
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em que n' estã dirigido segundo o sentido da tran- 
sição 2 para 1. 

De acordo com a teoria de Maxwell-Minkowski 
as condições fronteiras no referencial S (r,t) e sobre 
a superfície em movimento 


F(r,t)=0 


deverão resultar de (12) transformando as grandezas 
nelas intervenientes segundo as leis de tranformação 
constantes de (4), (5), (6), (7) e (8). 

Esta hipótese e decorrente procedimento consti- 
tuem o motivo e objectivo fundamentais deste tra- 
balho. 

Como se verá, chegaremos aos mesmos resul- 
tadas de outros autores, [2], [1], [4] e [5] que 
usaram para a estabelecimento das condições fron- 
teiras as equações de Maxwell sob a forma integral, 
trabalhando apenas no referencial do laboratório, 
S (r,t). 


2. TRANSFORMAÇÃO DAS DENSIDADES DE CARGA 
E DE CORRENTE SUPERFICIAIS, p, e J, 


Uma vez que nas condições fronteiras figuram 
as densidades de carga e de corrente superficiais, 
P. € Jo teremos que proceder à sua prévia trans- 
formação. 


Por definição 


ha ud 


JS. = lim | J' dx' t” = const. (13 a) 
“O 
N'—s> 0 
E A 
p's = lim p' dx” t' = const. (13 b) 
a o 
N-—s> O 


em que x' é uma variável dirigida segundo nº. 
Poderemos adequar os sistemas de coordenadas 

de modo a que, para maior simplicidade formal, 

reduzamos (3) à Transformação Especial de Lorentz: 


xX=y[x—vt] y'=y nm = (14 a) 


t=y[t-T=] (14 b) 


v representa aqui o módulo da velocidade. 
Tomemos o segundo membro de (13 a) para t=0 


a) x” 
lim | J' dx 
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A t=0 corresponde, por (14), 


E = (15a) 


, e com A e de 


ad (15 b) 
c 


Em S'(r',t') quando se tende para a superfície 
a densidade de corrente assume carácter transversal 
pelo que, no domínio [0,»'], teremos: 

Pts ti=s. (EO) O<x <N (16) 

Tendo em consideração (15a) e a lei de trans- 
formação (8 b), resulta: 


sã x A 
lim | JS, (xt) dx = y lim | J, (x, 0) dx 
“| * o 
N' —> O A-—> 0 (17) 
Por definição 
h 
lim j J, (x, 0) dx — J, (0, 0) (18) 


o 
À -—> O 


Em (17) o limite à esquerda não tem significado 
claro uma vez que t' não é constante. 


E 


Admitindo que é válido o desenvolvimento 


0J", 
Pt) =D, (0,0) + Et = 
(19a) 
OS, V 
= J', (x,0) — —— — Nº 
à ot c2 
imediatamente se conclui que 
+ x 
lim | E, (x, 0) dx” = 
“o 
NV —s O 
AN 
= lim | J', (x),0) dx'= Fº. (0, 0) (19 b) 
“a 

Nº —+> 0 

desde que 
A” 
og" v | 
lim mn ça ER 3 cp À) (19 c) 
“od Cc 
N —> 0 


Admitamos que a condição (19c) é fisicamente 
aceitável. 


ST 


Sendo assim, resulta de (17), (18) e (19): 
3 (0,0) = Ty (0,0) (20) 
que nos dá a lei de transformação pretendida para 


a componente transversal da densidade de corrente 
superficial. 


Vejamos agora o caso de q”, 
De acordo com (8) e hipótese (16), na superficie 


P=y(1,—pv)=0 (214) 
s,=3, (21 b) 
E (a, 

( Fo a (21 €) 


Conjugando (21a) com (21c) e tendo em consi- 
deração (3d) obtém-se sucessivamente: 


vt 1 
P=y(1-5)r=— p (22) 


Utilizando uma técnica semelhante âquela que 
se usou para J. e postulando que 


N-> 0 
se anula, imediatamente se obtém 


P (0,0) =P, (0,0) (23) 


Finalmente, tendo em atenção (21a) 
J.=pv (24 a) 
de onde resulta 
J.n=vop, (24 b) 
Conclusão: 
— Às leis de transformação pretendidas são: 


Mi A (25a) 


(25 b) 
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Da tem carácter transversal 
(25 €) 


(25d) 


— não tem carácter transversal. De facto: 


=] u+I,=].+0,n)s, (25e) 


J.D=Vop, (25 £) 


em que e é o versor associado à velocidade relativa 
e v o seu módulo. 
J. perde o carácter transversal devido ao termo 


(J.me,=pve, (25 €) 


que traduz a convecção da densidade de carga super- 
ficial p.. 


3. CONDIÇÕES FRONTEIRAS PARA OS CAMPOS 
EH DeB 


Resultam imediatamente das leis de transforma- 
ção, (4) a (7), conjugadas com as leis de transfor- 
mação das densidades de carga e de corrente super- 
ficiais, (25), quando aplicadas às condições fronteiras 
para os corpos em repouso, (13). 


Comecemos com 


nº. (D'—D',) =p”, em que n'=n (12 c) 

Teremos sucessivamente: 

mM. [D+ Di) AD, +D)] =P, (268) 
equivalente a 

n”, (D,,— D',,) =p, (26 b) 
uma vez que 

PR EM = 0 e E Ep = 0 (26 c) 

Atendendo a (6a) e (25 b), teremos: 

n. (D,—D,,) Es Ps (26 d) 


o que, por razões análogas a (26 c), permite escrever 


n.(D—-D) =. (26 e) 
Por procedimento análogo se obteria 
n.(B-—-B) = 0 (27) 
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Estamos agora em condições de transformar 


E tm E) = do, em que n'=n  (l2a) 
Uma vez que J' se reduz à componente trans- 
versal, (12 a) reduz-se também a 


DX (ME) = E (28 a) 
equivalente a 
PX(N—-H)=", (28 b) 
uma vez que 
nxH,,=O e mrxXxH,,—O 
Atendendo a (Tb) e a (25a) obtém-se: 
nX+y [(H,— vXxD),-—(H—v XD), |=7J, (280) 
que poderemos escrever 
AX, —H)—-aX [VX(D—DO)|=I, (28 d) 
Resolvendo o duplo produto externo virá 
2x (H—H9)— [n.(D,—D))]v + 
+ 2.9) (DD) = Ja (28 e) 


Atendendo a (26e) e a (25€e) obtém-se sucessi- 
vamente 


DX(H—H)+(n.v) (D—D) =), +pv= 
= Ja F Tu = J, (28 f) 


Determinámos assim a relação que pretendíamos. 
Analogamente e de 
nº X (E'-—E',) =0 
se obtinha, tomando a lei de transformação (4b): 
nX(E—-E,)—(n.v) (B—B,))=0 (29) 


Conclusão: 
Convencionado designar por 


[AL= ADA, 
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e por n a normal à superfície, dirigida no sentido da 
transição 2 para 1, as condições fronteiras dos 
campos H, E, D e B são as seguintes: 


n X [H] + (n.v) [D] =J, (30 a) 
nx [E]—(n..v) [B]=0 (30 b) 
n. [D] =p, 30c) 
n.[B]=0 (30 d) 
verificando-se entre J, e p, a relação 
n.J,=(n.v)p, (30 e) 


que traduz a convecção da densidade de carga super- 
ficial p.. 


Nesta notação as condições fronteiras para os 
corpos em repouco escrevem-se: 


n'X [H9 = J', (31 a) 

n'X[E] =0 (31 b) 

nº. [D'] — p.. (381 c) 

n'. [B'] = O (31 d) 
e ainda 

n'.J, =0 (31 8) 


4. CONDIÇÕES FRONTEIRAS PARA AS DENSIDADES 
DE CORRENTE E DE CARGA SUPERFICIAIS 


Consideremos o caso dos corpos em repouso, 
(12 e), 

Íps 
nes) +, +— =0 
1 2 st at 

Seja dS' um elemento infinitesimal de superfície, 
na vizinhança de P(r', t'). 


em que n'=n 


Poderemos escrever 


n. (3, —J,) AS! + (v',.F,) AS! + 


0 
+ (P, 48) =0 (32) 


Adoptando a mesma transformação de Lorentz 
que utilizámos na secção anterior, teremos: 


x = y (x + vt”) (33 a) 


39 


p= (33 b) 
Z= 2 (33 c) 
v 
t nd dd (33d) 
c 
de onde resulta que 
Va =/, e dS'= ds (34) 
e 
à dx O ot dO fi o 
—— = — —=2yv—+ y— (S5a) 
ot” dt” dx dt dt OX ot 
A relação (35a) pode revestir a forma 
ô fa 0 
(35 b) 


— "Y (v.n) — + y— 
on 


ot OT 


uma vez que x é dirigido segundo a normal e v de- 
signa a velocidade, em notação vectorial. 


Atendendo a (8a) teremos 
n.J=yn.J—-pv]=y[n.)J—(n.v) p] (36) 


Posto isto e atendendo à lei de tranformação da 
Censidade de corrente superficial e de carga super- 
ficial, (25a) e (25b), a equação (32) assume a 
seguinte forma: 


yo. y (ven) 'ptrver Sad ds + 


2,3 ” 
PO net 


on 


Antes de simplificar (37) notemos que dS não 
depende do tempo mas poderá depender de n admi- 
tindo que a superfície 


F(r£t)=0 


exiba variação espacial em relação a vm dado con- 
teúdo de carga superficial que suporte. Isto acon- 
tecerá, por exemplo, havendo curvatura. 


Sendo assim ,e dividindo por y, obtém-se: 


0Ps 
ot 


jn.lJ]—(v.n) [PJ + 1,.J,,] dS + ds + 


0Ps ô 
+ (v.n) —— dS + p. (v.n) —— dS = 0 (38) 
on : im 


Notemos que 


p (án)— & (0) 


a, án->0 am 


(39a) 


40 


em que & (An) e & (0) representam respectivamente 
o fluxo da normal n através das superfícies dS (An) 
e dS (0). Aplicando o teorema dadivergência,teremos: 


O asogm (0) en dn 
poe RR 


àán-—> 0 


=dSV.n  (39b) 
em que se designou 


ds = dS (0) 


Substituindo este resultado em (38) e simplifi- 
cando obtém-se, finalmente, a relação pretendida: 


oP, 
n.[J)—(v.n) |p da RA 
n 


(40) 
+ (v.n) ps e 


De acordo com (394) 


vn>o0, sen está dirigido para o exterior 
da concavidade de F(r,t) = 0 
(41) 
“n< 0, sen está dirigido para o interior 
da concavidade de F(r,t) = 0 


Uma vez que 
J. pa J. + Jo 


e notando que: 
nx(nXJ)=nxX(0X]I,)=—J, (42) 


a condição fronteira (40) pode ser escrita em fun- 
cão de J.: 


n.[J]-(v.n)[pl—v,.[nX (n XI) + 


Ps 


fi) 
+ (v.n) v. (pn) + = 0 (43) 


ot 


desle que se atenda à identidade 


0P, 
Vs a) ea pºn=D.vp+pr.n 
n 


5. INTERPRETAÇÃO FÍSICA DAS LEIS DE TRANSFOR- 
MAÇÃO DAS DENSIDADES DE CARGA E DE COR- 
RENTE SUPERFICIAIS 


Consideremos a condição fronteira 
n X [H] + (v.n) [D] = Jo em que n=n" (28?) 
que se pode escrever sob a forma equivalente 


nX [HJ + (vm [DI=3, (44) 
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Uma vez que a velocidade de S (r,t) em relação a 
S'(r,t) é (—v), segue-se de (Tb) e (6b) que 


[HJ =y E] +vX ID] (45a) 
Fr 1 E 
[D,] =| [DivX E | (45) 


Substituindo no primeiro membro de (44) obtém-se 
sucessivamente: 


yo x (EI+vxID]| + 
+ (nv) y [DI S-v » a | io 
= 4 [mx [E ]— (n'.v)v x [E] | + 
Fr [ex (ex [DA + (9) [27] 
Notando que 


v=t(v.n')on 
teremos 


ES ET q 1 , + 1 | — 
td Ri K eo ND [EI . 


(mn, v)? 


À 
= y [1— MEI = UE] (4) 


a 


[MX (XD) + (mv) [DI] =0 (48) 


Sendo assim, resultará para (44) 


1 
= DERA = (49) 
o que implica 
E) = v IS Ea ses 
e finalmente 
Fa =Y Sr (51) 


Conclui-se assim que a lei de transformação 
que obtivemos em (20) se confirma e a sua interpre- 
tação física é a seguinte: 

A transformação 

1 


Jg = Yo st mc ds” (52) 


mostra-nos que J'., deve ser interpretado como um 
limite que resulta de uma integração sobre um com- 
primento próprio «x'» de uma densidade J'., que se 
mantém invariante e em S(r,t) é integrada sobre 
um comprimento «kh» que se oferece contraído em 
relação ao comprimento próprio «N'». 

Deste modo fica clarificada, e sem qualquer 
ambiguidade, uma lei de transformação que sem esta 
análise poderia oferecer-se recíproca. 
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Na realidade, e essencialmente, trata-se da trans- 
formação de uma densidade em repouso, Jo para 
aquela que se mede em movimento, J,, em S(r,t) 
e num dado instante t = const, 


No que respeita à obtenção da lei de tranfor- 
mação da densidade de carga superficial 


AO Pi (53) 


a atitude foi a mesma conjugada com as leis de 
transformação do quadrivector [J, pJ. 

Verifica-se no caso presente a existência de uma 
densidade de carga 


ed, (54) 


associada a uma densidade de corrente de convecção 


J.=pv (55) 


6. RESUMO DAS CONDIÇÕES FRONTEIRAS PARA 
UMA SUPERFÍCIE EM MOVIMENTO 


Em resumo podemos dizer que as condições 
fronteiras para uma superfície em movimento, são 
as seguintes: 


nx[H]+(v.n) [D] = Jd, (56 a) 
nx[E]—(v.n) [B] =0 (56 D) 
n. [D] = p, (56 c) 
n.[B]=0 (56 d) 
DJ, =(V.B) p, (56 €) 


n.[J]—-(v.n) [p]-V..ln x (NX JD] + 


0 Ps 
RR de a (56 £) 


Estes resultados foram estabelecidos para uma 
superfície de descontinuidades exibindo localmente e 
no referencial do laboratório uma velocidade de 
P (r,t), normal à superfície, dada por 


or 

at 
VH— ——— 0 
E Iv F| 
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